NUT-Grundlagen Prof. Dr. Clemen
2.3 Fourierreihe WS 2004/2005

2 Signale und Systemtheorie

Signal sind physikalische Tréger fur Information. (Strom, Spannung, Schalldruck , Auslenkung Membran,
Lichtsignal, etc.)

Signalanalyseist ein mathematisches Verfahren, um Signale (Zeitfunktionen oder auch Funktionen des Ortes und
dhnlichem) in, Teilschwingungen* zu zerlegen . Bei periodischen Signalen gelingt dies mit dem Verfahren der
Fourierreihenzerlegung. Bei nichtperiodischen und stochastischen Signalen liegen die Frequenzen der
Teilschwingungen beliebig dicht und die Beschreibung kann nicht mehr tiber Amplituden von diskreten
Teilschwingungen erfolgen, sondern muf3 Giber eine Dichtefunktion der Energie oder Leistung der
Teilschwingungen erfolgen (Ener giedichte oder L eistungsdichte ----> Fouriertransformation ). Die Darstellung
des Signals durch die Teilschwingungen wird Spektraldar stellung genannt, die Uberfiihrung in die

Spektral darstellung nennt man eine Transfor mation. Bei der technischen Berechnung von Spektren bzw. von
Transformationen mit einem Rechner kann nur eine begrenzte Zahl von Abtastwerten des Signals verarbeitet
werden. Das daraus abzul eitende diskrete Spektrum wird mit der diskreten Fouriertransformation berechnet.

2.2.1 Artenvon Signalen :

deterministisch Quasi-statistisch nicht deterministisch stochastisch (statistisch)
ergodisch stationar nicht stationar

sinusformig periodisch quasiperiodisch nicht-periodisch
Energiesignale Leistungssignale

kontinuierlich zeit/werte diskret digital

reell komplexwertig Vektorfunktionen ( Stereosignal, Feldstérke, Bildsignal)

2.3 Fourierreihe

Zerlegung einer periodischen Funktion in har monische Teil schwingungen.
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s(t) =s(t+T), T = Periodendauer

Approximation von s(t) durch Summevon Teilschwingungen, deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache der
Grundschwingung sind: A= Amplitude, j = Phaseder k-ten Teilschwingung

f, = Tl = Grundfrequenz

f, =kxf, Frequenz der k- ten Oberschwingung, k=1,2.3....
w, =2p xf, Kreisfrequenz der k- ten Oberschwingung

Ansatz fir Approximationsfunktion:

N
SN()=a ()
k=0

Dabel ist si(t) die k-te Oberschwingung .
Sk (t) = A cosfwct - )

Zur Bestimmung der Koeffizienten A, undj ist eine Zerlegung der Teilschwingungen in einen Cosinus- und
Sinusanteil vorteilhaft.

S (t) = Ag cos(Wt- | )= A Cosj | COSW |t + Ay Sinj | Sinw . t
[ —— [
Ay b
= aK CoOSW | t + Db Sinw |t mit ay =Accog by =ASin

Werden fir die Approximation die Koeffizienten a.und b, AL
bestimmt, so lassen sich die Koeffizienten A undj ,aus der by
Umkehrung obiger Gleichungen bestimmen. \ K

: b
Ay :1/ak2 + bk2 j k= ar(:tana—k
k

Bestimmung der K oeffizienten a,und b, :
Beide Seiten der folgenden Gleichung * (Funktion = Approximationsfunktion)

| ¥
s(t) :329 +8 (a, cosw,t+b, snw,t) *

k=1

mit cos(w,t) multiplizieren und Uber eine Periode integrieren :

.
Cp(t) cos(w, t)dt =

i T\ao g T\ T‘

= chos(wnt)dt +21 [a, gpos(wkt) cos(w t)dt + b, gyos(wkt) cos(w, t)dt] = a,

Die rechte Seite der Gleichung ergibt wegen der Orthogonalitét der trigonometrischen Funktionen a,
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T\ _II fir n=k
Ocos(w  t) cosfw t)dt =12 W ik
0 to
-
Osin(w kt) cos(w pt)dt =0
0

Analog bestimmen sich die by, in dem man beide Seiten der Gleichung * (Funktion = Approximationsfunktion) mit
sin(wyt) multipliziert und dann Uber eine Periode integriert, wobei die Orthogonalitét der trigonometrischen
Funktionen zu beachten ist.

Ssinw ) s t)dt—.‘lll fr n=k
Wik n _;% fir ntk

0
5T
ay :?g‘p(t) cos(w i t)dt
21 .
by :?g)s(t)sm(wkt)dt

Man kann beweisen, daf3 die Approximationsfunktion fir N--¥ gegen die Funktion s(t) konvergiert (Ausnahme
an Unstetigkeitsstellen) .

Eine fur die meisten Berechnungen besser geeignete Form der Fourierreihe erhdt man durch Einfihrung der
komplexen e-Funktionen anstelle der reellen Sinus- und Cosinus- Funktionen.

S« (t) = Ak COS(Wkt - J k)

:%e‘ i kejWk’t +%e” ke‘ Wit :(_:kejWk* +(9kejwk*)*
%/_J H_J
[ o
wobei sich die ¢, wie folgt berechnen lassen:

A i1 . 1627 20 U
C,=—e""“=—(a. - jb)=—¢a t)cos(w,t)dt - j— cp(t)In(w,t)dty
C =5 2(k iby) 22?95() (Wi t) JTEP() (W, t) g

T
1. i
o == o Mt
TO

¥ _ .
st =a [le'wk" + (gke””“‘)*]

k=0

Die konjugiert komplexen Anteile lassen sich auch mit , negativen Frequenzen‘ schreiben:
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A1) =Co +Co * +eeMt Hg re M v e g, re M 4L =
[RC c R
jwx +Q_1ejw’1x jw,x +g_2ejw_2>t +

(t) =c, +¢, * +c.e +Cc,e

¥ .
st = gee™  mit
k=-¥

Aus den Fourierkoeffizienten ¢, lassen sich die A undj , dann auf folgende Weise berechnen:

A
2

Ak:|9k|j k=Y » G=A

Die Folge der Fourierkoeffizienten ¢, k=0,+1,+2, +3, (ki Z ganze Zahl ) beschreiben die Teilschwingungen
der Funktion s(t) und hei3en Frequenzbereichsdarstellung der Funktion s(t).

-k _1 ; — 1TOJ:T - j2pxfx
e _E(ak_ ka)—? oste at

To

Cy = |9k|ejy ©=

Die Folge ¢, kann man auch als diskrete komplexwertige Funktion der ganzahligen Variablen k ansehen. und
darstellen. Dabei ergibt der Betrag das Amplitudenspektrum und das Argument von ¢, das Phasenspektrum. Die
Frequenzachse |auft aus den oben genannten Griinden formal von-¥ bis+¥.

s(t) und die Folge {C bilden ein Transformationspaar. Der Ubergang von der einen
k

k=0,£1,+213...
Darstellung in die andere wird durch die Transformationsgleichungen der Fourier-Transfor mation Diskr et
(F.T.D.) und der Inversen Fourier-Transformation Diskret (I.F.T.D.) hergestellt:

A

s(t) Cy
B ?.?4%%{ }

;
FTD. ¢ = %c‘p(t)e‘jwk*dt Analysegleichung
0

¥
ILFTD. st)=§ce™* Synthesegleichung

k=-¥
Bsp.: Rechteckfolge
el A(t/T)
~
1900, bﬁ’@.??cr-b-frTT T erTT Po?9 000
4_
UT f
A | 1t —
t
T — t
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Einzelpuls und Pulsfolge
t. 1A |tkt/2
t) = Axect(—) =i
P ©=1lo tptr2
3 t- nT
p.(t) = Ag rect( )
n=-¥
Spektrum: Folge der ck
t/2 t/2
c, :% 3 Ae'jszfk)tdt:%e'jszfk*
e (- 12pfk) i
_L(-__l)(e- R ejprkx)
Tp xfy 2]
:At_sm(pfkt)
T (pfct)
sin(pfkt)>0
_ At (sin(pfit) _10, fals  (pfyt)
ek |= A== 9k =1 sin(pfyt )
T| (pft) ip falls Aq)

(pfit)

Die sinx/x Funktion wird auch Spaltfunktion genannt. Fir x = 0 ergibt sich sin0/0 =1 . Die Nullstellen liegen - wie
man leicht nachrechnet - bei nmal (1/t), n=+1,+2,£3 4, ......

Man erkennt, dai3 der Betrag der komplexen Spektralfunktion symmetrisch bezlglich der Frequenz ist, wéhrend die
Phasen schiefsymmetrisch sind: [c(-f)| = [c(f)], vV (-fk) =-y (f).

Diereellen Amplituden und Phasen der Teilschwingungen ergeben sich aus dem Teil des Spektrums mit positiven
Frequenzen . Die Betrage der Spektralfunktion sind lediglich mit zwei zu multiplizieren und die Phasen mit-1 zu
multiplizieren (umzudrehen).

Leistung
i(t)
=40 p- Lol g1 Téjs(t)zdt
R ’\/ﬁ To 0 R 00
U('[) ¥ 1U 2 ¥ 1 ¥
P:é__k:é_Af:éc 2
2 R 52 2 e

1T0\ 2 3 2
P P==(§t’d= a|ck|
Too k=-¥
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2.1 Fouriertransformation

Will man das Spektrum einer nichtperiodischen Energiefunktion (Signal von endlicher Dauer, Signalamplitude
beschrankt) ausrechnen, so kann dies aus den Formeln fir die Fourierreihe abgel eitet werden, wenn man die
Periodendauer gegen Unendlich gehen |a3t. Die Frequenzen der Teil schwingungen riicken dann beliebig dicht
aneinander und ihre Amplituden werden dementsprechend beliebig klein. Man kommt somit zu einer
Dichtefunktion fir die Teilschwingungen, die Spektralfunktion heif3t oder auch Fouriertransfor mation genannt
wird.

Beispiel : Ubergang von Pulsfolge zu Einzelpuls.
le | /A(tlﬂ

L omb?@.??[f'b-frlﬂ TTTDTT Po?%.c00

‘_
. A . . Tl/T f,

ﬂ ﬂ ﬂ | 1t —

1 t

k) 4AWT)
A

i I

t T _

t
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A
IS() /At |sinx/x|
A e
T—’i p[ £(f)
T oy — ‘ N
50) 3/45/45*345@ (e 50) %%‘g@ 51
~ %:YP v, K - Y%y
(T2 ¥ _
=7 e Wtgr %599%@  off)=df gp(t)e 120 ot
-T/2 -¥

()

¥ _ ¥ ,
S(t) — é leJWki 3/4-5g3%® S(t) — c‘)§(f)e12pr>tdf - FT-1{§(f)}
k=-¥ ¥

¥
S(f) = gatye 12t = F.T{s(t)

-¥

Bsp.: Berechnung der Fouriertransformation des Einzel pul ses.

Analog zu der Berechnung der Fouriertransformation Diskret (Fourierkoeffizienten) der Pulsfolge:

t/2 t/2
S(f)= § Ae i tg=_ A g iz

i 12 (- 12p xf) /2
=iﬂ(e-jpr>t i ejprx)z p SN xft)
pxf 2j (p xft)

Dieses Ergebnis hatten wir uns schon bei der Ableitung des Formalismus zur Berechnung der
Fouriertransformation beim Eingangsbeispiel Uberlegt.

Transformiert man umgekehrt die oben erhaltene Spektralfunktion durch die inverse Fouriertransformation, so

erhalt man wieder die Pulsfunktion. Die Berechnungsvorschrift fir die inverse Fouriertransformation ist genauso

aufgebaut wie die fir die Fouriertransformation, man mui3 lediglich die Rollen von Zeit und Frequenzvariable
vertauschen und im Exponenten + anstelle - schreiben.

Daraus ergibt sich, dal? manduale Transformationspaar e ableiten kann.
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Bsp.: Die Spektralfunktion eines Pulses von der Form einer Spaltfunktion
sin(2p > Bt
t) = AX(2B) sin(2p >Bt)
(2p xBt)
ist eine zum Ursprung symmetrische Rechtecksfunktion mit der Breite 2B und Amplitude A.
( Ersetzein obigen Formeln : t durch f und f durch t sowiet durch 2B)

Der Pulsin Form einer Spaltfunktion wird auch sinx/x -Puls genannt. Das Spektrum dieses Pulses ist konstant bis
zu einer durch die Breite des Pul ses (Abstand zwischen den beiden Nullstellen = 1/B) gegebenen oberen Grenze
(B) . Man sagt der sinx/x hat ein ideales bandbegr enztes Spektrum.

Folgerung: Die Transformationspaare (Rechteckzeitpul s---> sinx/x Spektrum) und (sinx/xZeit-Puls --->
Rechteckspektrum) bilden eine duales Paar .

Interpretation der Dichtefunktion S(f):

Ein elektrisches Signal |&3t sich durch Strom und Spannung charakterisieren. Das Spannungssignal sei s(t)=
u(t)/CR, es erzeugt an einem Widerstand den Strom i(t) = u(t)/R und die momentane Leistung u(t)i(t)=
u(t)/R=s(t).

Elektrische Energie wahrend Zeit T, sowie die zeitlich gemittelte Leistung :
T =T
S 1 0 .

W = Gu(Di(t)dt == —a%jz(t)dt;: ¢ (t)at
0 R 0 g o

T ..
(0]
T & 5

Zur Charakterisierung des Signals durch seine Energie oder Leistung |&R’t man den Widerstand weg und nimmt
somit die auf den Widerstand normierte Energie und Leistung .

Falls das Signal zeitlich begrenzt ist und nur von kurzer Dauer ist, ist die Angabe der Energie sinnvoll. Ist das
Signal von langerer Dauer und stationér, so kann man einen Ausschnitt wahlen und fiir diesen die mittlere
L eistung bestimmen.

Dadie Zeitfunktion und die Spektralfunktion zwei aquivalente Darstellungsformen des Signals sind kann man die
Energie bzw. Leistung auch im Frequenzbereich berechnen (sog. Par seval’ sche Gleichung). Esgilt: Die
Energiedichte der Teilschwingungen ist durch das Betragsquadrat der Fouriertransformierten gegeben:

w(f) df = 2IS() df

Energieder kontinuierlich verteilten , Teilschwingungen“ im Frequenzbereich zwischen f und f +df =
(Energiedichte bel Frequenz f) mal df =2 mal (Betragsquadrat der Fouriertransformierten von s(t) ) mal df

Entsprechend kann man die L eistungsdichte eines stationéren Signals definieren. Dazu berechnet man die
Fouriertransformierte eines Ausschnitts des Signals mit der Lange T - auRerhalb dieses Zeitabschnitts wird die
Funktion durch Null fortgesetzt (Nullfortsetzung) - dannist

w(f) _2St(H)f
T 0T

Der Faktor 2 riihrt daher, dal? die Spektralfunktion fir positive und negative Frequenzen definiert ist, der Betrag
jedoch symmetrisch zum Ursprung ist.

p(f) =
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Ableitung der Parseval‘ schen Gleichung:

¥ 2 ¥\ ¥\ g\ j2pf %
AS('of =E8(NS™ (el =CB(NEGOe L =
-¥ -¥ -¥ - ¥ %]

¥ . o]
(‘js(t)gc‘ﬁ(f)e'z’p“df wdt = 3F2 (1)t
-¥ v a -

¥

W= ¢g(t)dt = JS(F)| df =2gS() of =gy f)of

Dabei wurde ausgenutzt, daf3 man die Integrale als Summen auffassen kann und man die Reihenfolge bei der
Summenbildung Uber f und t vertauschen kann. Der bei s(t) stehende Faktor hangt javon dem Produkt f mal t ab
und kann somit auch zu S(f) geschrieben werden.

2.4 Fouriertransformation eines periodischen Signals

X (t
. o
Q/KWRK/RQ ¢ (0 = : X,(t) T, <t<Ty+T
<«—> T O sonst
¢+ T zeitbegrenzter
/_K x(® Ausschnitt
7/ >t
Abbildung 2-1

To+T

! g 1Y pryas imotet g = 1
C == O X, (e PNt == ok(t)e P dt == X(f,)
T T P Ty T

2.5 Laplace- Transformation

fr kausale Signale (s(t)= 0 fur t<0 ) wendet man bei Systembeschreibung mit Ubertragungsfunktion anstelle der
Fouriertransformation die Laplace- Transformation an. VVorteil es kénnen auch nicht-Energie Signale wie dz.B: die
Sprungfunktion transformiert werden und es gibt die Méglichkeit Umformungen im komplexen vorzunehmen :

Definition des Systems tiber Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion,
Faktorisierung der Ubertragungsfunktion ( Zerlegung in Stufen 2. Ordnung)

Erweiterung des Frequenzraumes (linearer Raum = Gerade ,, Frequenzachse* ) wzum Bildraum (p=s +jw =
komplexe Ebene)
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e ** = kovergenzazeugender Faktor
¥ ¥

LT(s(t) = FT.(s(t)e™>* )= cp(tye> e ™ot = gp(t)e ™ dt = L(p)
0 0

L(p)|,_, =S(f)

p=jw

2.6 Umsetzung zeitkontinuierlicher Signale in zeitdiskrete
Signale und umgekehrt

Shannon’ sches Abtasttheor em

Sei x(t) Signd mit [X(F)|F0 fir f > fa (5 UTmax ) —> X(t) kann vollsténdig durch eine aquidistante Folge von
Abtastwerten im Abstand Tp = Ta/2 (fa = 2fa ) beschrieben werden .

Der Sinn des Abtasttheorems leuchtet unmittelbar ein: Wir gehen von einem bandbegrenzten Signal aus. Dan ist
die Aussage des Abtasttheorems, daf3 der Abtastprozef3 fiir alle in dem Signal enthaltenen Teil schwingungen
ausreichend Information erhalten mul3. Insbesondere mufd deswegen die Teil schwingung mit der hochsten
Frequenz mindestens 2 mal pro Periode abgetastet werden. Ist der Abstand zwischen zwei Abtastwerten grofer,
so geht offenbar die Information von dieser Teilschwingung verloren!

AN /N /N /\ t
B /A W A WAV

max

O N O O
g U UU

Ve Y N\ AN < N
N NN

Ta> Trmaxd 2

Bewseis:

Wir verwenden beim Beweis des Abtasttheorems ein Abtast-Halteglied, wie es auch in der Praxis verwendet wird
---> Schalter, der im Takt der Abtastfrequenz jeweils nur kurz das Signal mit einem Haltekondensator verbindet:
Entnahme des gespei cherten Abtastwertes durch einen zweiten Schalter wahrend der Zeitt < T,. Diesen
Abtastvorgang nennen wir Pulsmodulator. Das Ausgangssignal am Pulsmodulator das Pulsmodulierte Signal.

10
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Entnahme
i‘\ dauert xt) —» X P y)--> x(n)
Tief- \{
— | paB _\:I__¥ 4
X(t) f<fmax | X() I y(t) p(t)

y()-->x(n)

H\/ j‘tITI\ L1,

A 4

[X(H)] [P IX(H)]

A

t
f f f fa o,

v

Wir zerlegen die Pulsfolge in eine Fourierreihe und berechnen dann das Spektrum des Ausgangssignals vom
Pulsmodulator. Es zeigt sich, dal3 in diesem Spektrum sich das Basi shandspektrum des Ausgangssignals
periodisch mit der Abtastrate f, wiederholt, allerdings noch in der Amplitude moduliert mit der Spektralfunktion
der Pulsfioge (c(f) ) .

¥ .
p(t) = é Ckelz’prk* mit Ck :A_tw, fio = kxf
k=-¥ TA (prk‘)
¥ _
() =Xt Xp(t) = & ox(t)el 2Pt
k=-¥
¥ . ¥ ¥ _ _

Y(f)= ckF.T.{x(t)eJZWfk*] = 4 ok Ox(elZP e 2P0 =

k=-¥ k=-¥ .y

¥ ¥ . ¥

A o e 1AM = § g X(F - kxfp)
k=-¥ -¥ k=-¥

Rekonstruktion

Fallsfa < fa/2 kann durch Filterung mit einem idealen Tiefpald mit Grenzfrequenz f,/2 (Rekonstr uktionsfilter)
aus dem abgetasteten Signal wieder das urspriingliche Signal zuriickgewonnen werden. Um die Modulation des
Spektrums mit c(f) riickgangig zu machen ist noch eine Entzerrung mit einem Filter notwendig , dasdieinverse
Ubertragungsfunktion zu c(f) hat. Ist jedocht <<T,, soist im Bereich bis fmax c(f) nahezu konstant und es kann
auf die Entzerrung verzichtet werden.

Fallsfa > fa/2 kann das urspriingliche Signal nicht wieder zuriickgewonnen werden, da das Spektrum des
Pulsmodulierten Signalsim Bereich von 0 bisf,,, nicht mehr mit dem des urspriinglichen Signals Gibereinstimmt.
(Uberlappung mit htheren Frequenzanteilen im periodischen Spektrum sog. Aliasing -Effekt).
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x(t X anlt
® __F';)Q”((n)) Rekonstruktions- X(t)
Antialiasing TP _| Abtast-Halte- TP mit
Grenzir. /2 " Glied | Grenzfrequenz
f/2
analoges
Signal analoges T zeitdiskretes rekonstruiertes
nicht Signal Signal analoges Signal
bandbegrenzt bandbegrenzt
Abtastrate
f/-\

12
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2.7 Diskrete Signale: Beschreibung im Frequenzbereich

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt das Spektrum eines abgetasteten Signals Uiber die
Fourierreihenzerlegung (Fouriertransformation diskret) bestimmt. Wir ersetzen die Pulse jetzt durch diskrete
Funktionswerte und definieren daftir das Spektrum.

Xpan(t)

x(n)
A IX(®I

Ty 4 /Tt\fﬁ.ﬁﬁf}.
L W2 of f

n n A fmax A A

eine diskrete kontinuierliches

Zeitfunktion mit hat ein Sperilgtdische?

Werten im pektrum mi

Abstand TA Periode fA

Die Transformationsformeln lauten

Fourierkoeffizienten des periodischen Spektrums, sowie Fourierreihe fur die Spektral funktion:

L T2 .
X(tn) == QOX(f)el?®ndf
A fo/2

¥ ,
X(f)= @ xtg)e 2P0
n=- ¥

Damit die Fourierreihe konvergiert mul3 x(t,)) ein Energiesignal sein, d.h. x(t,) muf3 zeitlich begrenzt oder fur grof3en
stark abnehmende Werte haben.

Fallsx(nT,) eine periodische Funktion ist,

X(th) =X((n+N)Tp) =x(th +T)

kann das Spektrum somit nicht nach der obigen Definition berechnet werden Das Spektrum wird jetzt Gber die
Diskrete Fouriertransformation berechnet, die wir im néchsten Abschnitt definieren.

13
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2.8 Die diskrete Fouriertransformation (DFT)
Zur Berechnung der Spektralfunktion ( des Spektrums, oder der Fouriertransformation) mit einem Digitalrechner.

Der Rechner entnimmt dem Signal innerhalb eines Zeitintervalls T eine Folge von &quidistanten ( Abtastperiode
Ta) Abtastwerten T= NT, . Wir sprechen von einem Signalabschnitt.

Setzt manin Gedanken diesen Signalabschnitt periodisch fort, so entsteht ein periodisches zeitdiskretes Signal.
Uber das Spektrum dieses Signal s kénnen wir folgende A ussagen machen:

X(t,) ist periodisch mit T ---> X(f) muB diskret sein mit Wertenim Abstandf, = /T,
diskrete Frequenzen f, =kf,

X(t,) ist zeitdiskrete Folge von
Werten im zeitlichen Abstand T, = 1/ f5 ---> X(fA) mul3 periodisch mit der Periodef, = /T, sein

X

ITTT;%TTTTTTgﬁTTT .

2 f,  3f/2 2

Basisintervall t =nT,=n(1/f,) Basisintervall f =k(@/T)=kf,
-—p n A A —>
T=NT ,=N/f, f,=Nf =N/T
periodische periodisches
di;k_rete, diskretes,
aquidistante aquidistantes
Zeitfunktion Spektrum

Da

¥ .
X(f)= & x(tn)e 12P "t
n=-¥

wegen der Periodizitét von x(tn) nicht konvergiert, setzen wir fest, daf3d zur Berechnung der Spektralwerte nur die
vom Rechner entnommenen N Werte (aus dem sogenannten Basisintervall) herangezogen werden.

N-1 .
X(f) =4 xt,)e'®%" Kk=04,..,N-1

n=0

bt -J'2>pn—k 1 1 nk
X(kf)) =q x(nTy)e N, da ft,=k=nT,=k—nT, =—
() =3 X(nT,) o =T =k = 0

Fir die Ricktransformation mul3 das im vorigen Abschnitt stehende Integral wegen der diskreten Frequenzenin
eine Summe umgeschrieben werden. Es ergibt sich :
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ful2 _ 1 |
Xt,)=— O X(fe!® " df ® x(t,)=—a X(f)e""
fa. fal2 N o
da dle und i_T_A_i
T f, T N
l nk

N1 jopx—
x(nT,) =—q X(kf)e N
k=0

N

Dawir wieder diskrete Frequenzen und somit diskrete Teil schwingungen haben, ist es glinstiger, diese auch
wieder durch ihre Amplituden zu charakterisieren und nicht durch deren Dichte. Esist deswegen notwendig, den
Faktor 1/N bei der Berechnung der Spektralfunktion hinzuzufiigen . Dann muf3 er aber bei der Rucktransformation
weggel assen werden.

Zur Ubersichtlichkeit schreiben wir vereinfachend

nT,® n
kf, ® k
%Y ¥i®
{X(M}h=o1..N-1 YT 3, { X0} y-01..n-1
N-1 oK
D.F.T:  X(K) -1 a x(ne N k=01...N- 1
N ~
n=0
Ny L jop L
I.D.F.T. x(n)= Q X(k)e N n=01...N-1
k=0
Drehfaktor:
2
W=e N

ist komplexe Zahl mit Betrag = 1 und Winkel -(2p)/N. Die Potenzen von W liegen auf dem Einheitskreisin
aquidistanten Winkel-Abstanden (2p)/N. Sie sind die komplexen Nullstellen der Gleichung 2*-1=0

N=8

N =1=¢ 12" n=01,

- Jprﬂ
P z,=e N =w"

Unter Verwendung der Abkirzung fir den Drehfaktor und der Matrizenschreibweise:

15
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_1 NO_ ! nk —
X(k) == Q x(n) W k=01...N-1
N ~
n=0
N-1 .
x(n) = Q X(k) =W " n=01,..N-1
k=0

gexo(-_j 8@, 1 1. 1 & X0 ¢

+ 2 (N-1 7 *
¢ X - vv2 w4 . W2Nl XXt
¢ X, ¥==C1 W W o WAND gy
¢ = N¢ :

N ¢
éxN_lEj él w(N-D \w2ZN-3 W(N'l)('\"l)%xN_lE;

Zur Berechnung der Inversen entfern man den Faktor 1/N und ersetzte bei den Drehfaktoren im Exponent das
Plus-V orzeichen durch ein Minuszeichen. Man beachte, da3 fir die Matrix A diei-te Zeile gleich der i-ten Spalte
ist (Die Matrix ist gleich ihrer Transponierten).

2.9 Systemtheorie

29.1 AllgemeinesVorgehen

Elektrisches bzw. el ektronisches anal oges System setzt sich aus konzentrierten Bauteilen zusammen:
Widerstande, Kondensator , Spulen (Induktivitaten,) , Transistoren, Dioden etc.

Bei einem LTI-System sind keine nichtlinearen Bauelemente vorhanden, bzw. sie werden nur im Kleinsignalbetrieb
ausgesteuert.

LTI =Linear timeinvariant. AuRerdem sei das System kausal, d.h. das Ausgangsignal reagiert (erscheint) erst
nach einer Anregung am Eingang.

Schaltung definiert, wie diese Bauelemente zusammengefigt sind und zusammenwirken. Die Eigenschaften des
System sind z.B.: Welche Ausgangsspannung ergibt sich bei bestimmter Anregung durch Eingangsspannung?
Wieist der Frequenzgang ?etc.

System |&l3t sich durch ein System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten K oeffizienten
beschreiben. Daraus kdnnen die Eigenschaften abgel eitet werden. Zur Ldsung werden haufig die
Differentialgleichungen aus dem Zeitbereich in den Bildbereich und von dort in den Frequenzbereich
transformi ert. Dort ergeben sich dann algebraische Gleichungen, die leichter zu |6sen sind. Durch
Rucktransformation ergibt sich die L&sung im Zeitbereich. Die Transformationen werden haufig anhand von
Tabellen durchgefihrt.
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lineare Dglim LT _
Zeitbereich _ algebraische Gl.
mit Anregung im Bildbereich
Tabelle
Losung
Ausgangsspannung als
Ausgangsspannung  L.T.? Funktion der
im Zeitbereich <« Anregungsspannung
FaltunJ XA)*h(t) LT Ubertragungsfunktion
4—
Pulsantwort l p=iw
Tabelle Frequenzgang
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2.9.2 Beispie: RC-Glied

R
| I |
u,(t) 1 u,(t)
=X C T =y()
A
1 1 I/
t ‘ t
. : du
- U () + R () +u,(t)=0 i=C dta u.(t) = u(t) =Sprung
u R Wa gy =0
dt
R>‘Cdu""+ua:ue t =RC
at
dy
t x—+y(t) = x(t
& y(t) = x(t)
t xpxY(p) +Y(p) = X(p)
Y(p) 1
H = =
(P) X(p) 1+t xp
Hgw=dW 1 1 g 1
X(jw) 1+t xjw 1+ji 9 2pxRC
fg
X =u(t) = Sprung P X(p)=+ b
P
Y(p)=H(p)XX(p)=lx#‘laax#o 16 1 8 (Partialbruchzerlegung)

pl+txp t &p 1/t +p§:t_g6_ 1t +pgy
b xt)=u)- ™)

Berechnung der Sprungantwort im Zeitbereich:

dy 1
—~=_(1- t>0
o t( y)
gL dy_y dy_ dt t Ut
homogener Tel: ==--= —=-— Iny=-—+C b t) = ke
g profi y n y=-1 U, (t)

partikuldre Lsgy des inhomogenen Teils u,(t)=1 P
u,t)=1- ke =1-e"" wegen u,(0)=0
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Pulsantwort: am Eingang Fléchengleiche Pulse

A
v O H
L3 > |

v

1 T\ h(t)=e ™"
|

t

& t.0
N x—) =

. eel t 0 .. gl P T0)+ -t/t

dt) =|limé&=rect(=)z=|im:= L o-- h(t) =e

To® 0 TO TO 9 T,®0 (;TO xl .
¢ P T -
e o 9
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Ausgangsspannung durch Uberlagerung der Pulsantworten angestoRen aus Eingangssignal
-—> Faltung der Eingangsspannung mit der Pulsantwort

y(t) = ox(t)h(t - t)dt

A X(t)
01 2|3[4 5|6
- S
L Ut
y(®)
=

y(3)=x(0)h(3)dt+x(1)h(2)dt+x(2)h(1)dt+x(3)h(0)dt
= S _, ,X(idt)h(3dt-idt)dt

4] ty

y(t) = Oxh(t, - t)dt =ch(t)x(t, - t)at :¥(‘y((t )h(t, - t)dt =x(t)* h(t)
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2.9.3 Korreation zweier Signale:

alerdings flr stochastische Signale, statistische Mittelwertsfunktion, gibt an, inwieweit zwei Zeitfunktionen
tibereinstimmen. Um die Ubereinstimmung zu finden, miissen sie zeitlich gegeneinander verschoben werden.

My ()= ¥(‘)}((t )y(t+t)adt

ry ) =1y (0% y()

ry®)=x¢-1)*yt) o--- X (f)X(f)
Autokorrelationsfunktion (AKF):
M) Esgilt W =r,(0) (EnergiedesSignals)

Skizze: , Passen die Signale zusammen , haben sie Gemeinsamkeiten, wenn man sie zeitlich in geeigneter Weise
verschiebt?"

X

(@)= Todes ¥t x(£)y ()
’(J //' 6

‘rkU(*-&e)}R’:’(“ b S\k(ﬁ 3“'6")« X ‘9) ‘B’C{- e

21



NUT-Grundlagen
2.9 Systemtheorie

2.9.4 Ubertragungsfunktion
x(t) = Xe™ p

¥ ¥
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¥
Fals y(t) = Xe™ h(t - t)dt = AXe™*Vhtt )dt =Xe™™ h(t )e " dt =Xe™ H(jw)
-¥

1
H(f) :% = H(jw) = F.T.(h(t)
he) o---  H(f)
wieder das Beispiel des RC-Tiefpal?:
h(t) = L.T.'lgaiﬂlxp%= et

295 Zusammenhange:

LTI-
System

X(®) —> —> Y0

Aus x(t) Ausgangsfunktion y(t) berechnen:

L 6sen der Differentialgleichung im Zeitbereich

Berechnung der Impulsantwort ( im Bildbereich H(p) bestimmen, dann zurlicktransformieren, ) Faltung

y(®=x()*h(®)
LT: x> X(p) HPEXE=Y{@E) Y@ > y()

FT: x(t) > X(jw) HGWX({W=Y (W)  Y(w) = y(t)
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2.9 Systemtheorie

2.9.6 Abtasungund Grenzibergang zur , d-Funktion®

| T, 1
sinx/x
p®) x=pfT,
> N T o™
—> | — — -« f
lT0 2T,
"y A
d(t) 1 D(f)
Flache =1
> >
f
t
A A A A A A IA A A A
d.(t
T( ) DT(f)
T t T f

Abbildung 2-2

¥
FHdt =1
-¥
Ausblendeigenschaft:
¥
ox(t)d (t)dt = x(0)
-¥
¥

WA (t - to)dt = x(t,)

-¥

d-Pulsfolge (Abtastpulse) :

¥ ¥
di®=&de-nT)  e-- D(N=TAD-K) L=UT
ne- ¥ k=-¥
X(t)=Xe® W o-o . X(f)=Xd(f - f,)

24



