
Elastische Katenoide

April 2009

An der Fakultät für Mathematik, Informatik und Naturwissenschaften

der Rheinisch-Westfälischen Technischen Hochschule Aachen

zur Erlangung des akademischen Grades eines

Diplom-Mathematikers
angefertigte

Diplomarbeit

vorgelegt von
Sebastian Scholtes

Betreut am Institut für Mathematik durch
Prof. Dr. Heiko von der Mosel



ii



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

2 Notation 7

3 Geometrische Grundlagen 11
3.1 Geometrische Größen für Rotationsflächen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.2 Krümmung in Riemmanschen Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . . . 11
3.3 Euklidische Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.4 Hyperbolische Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.5 Rotationsflächen als elastische Kurven in H2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4 Rotationssymmetrische Minimalflächen 21
4.1 Einführung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2 Relative Minimierer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.3 Klassifikation der absoluten Minimierer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.3.1 Der Fall r ≥ ρ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.3.2 Der Fall r < ρ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5 Nichtexistenz von Minimierern von A in Wα(I) 31
5.1 Nichtexistenz I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.2 Nichtexistenz II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
A.5 Anhang zu Kapitel 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

6 Existenz und Regularität 41
6.1 Umformulierung als eindimensionales Problem . . . . . . . . . . . . . . . . 41
6.2 Skalierungsverhalten des Nitsche-Funktionals . . . . . . . . . . . . . . . . 43
6.3 Stetigkeit des Nitsche-Funktionals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.4 Etwas Approximationstheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
6.5 Stückweise polynomiale Minimalfolge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
6.6 Die Euler-Lagrange-Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6.7 Existenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
6.8 Regularität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
A.6 Anhang zu Kapitel 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

7 Das Willmore-Funktional 71
7.1 Geschichte des Willmore-Funktionals und die Willmore-Vermutung . . 71
7.2 Eine obere Schranke für das Infimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
7.3 Monotonie der optimalen Willmore-Energie . . . . . . . . . . . . . . . . 74
7.4 A-priori Schranken an die Minimalfolge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

iii



iv INHALTSVERZEICHNIS

7.5 Existenz von Minimierern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
A.7 Anhang zu Kapitel 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

8 Das Nitsche-Funktional 83
8.1 Triviale Minimierer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
8.2 Nichttriviale Minimierer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
8.3 A-priori Schranken an die Minimalfolge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
8.4 (K)Eine obere Schranke für das Infimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
8.5 Monotonie der optimalen Nitsche-Energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
8.6 Existenz von klassischen Minimierern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
8.7 Vergleichsfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
A.8 Anhang zu Kapitel 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

B Direkte Methode für parametrische Probleme 111
B.1 Existenz quasinormaler Minimierer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
B.2 Anhang I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
B.3 Anhang II: Monotone reelle Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

C Der Hauptsatz über symmetrische Polynome 127

Literaturverzeichnis 129

Index 132



Kapitel 1

Einleitung

In der Modellierung von Lipid-Doppelschichten bei Biomembranen, Tensid-Filmen oder
dünnen elastischen Platten1 ist die freie Energie pro Flächeneinheit gegeben durch einen
symmetrischen Integranden Φ̂(κ1, κ2) in den Hauptkrümmungen κ1 und κ2 einer Fläche
Σ ⊂ R

3. Unter milden Regularitätsannahmen läßt sich Φ̂ umschreiben als Φ̂(κ1, κ2) =
Φ(H,K) mit der mittleren Krümmung H = (κ1 + κ2)/2 und der Gauß-Krümmung
K = κ1κ2 (im polynomialen Fall etwa ist dies eine Konsequenz des Hauptsatzes über
symmetrische Polynome). Nun wollen wir als eine (erste) Näherung für allgemeine nicht-
lineare Funktionale nur Terme bis zur zweiten Ordnung berücksichtigen. Dies liefert einen
Integranden der Form

Φ(H,K) = a + b(H −H0)
2 − cK,

für Materialkonstanten a, b, c ≥ 0, und eine Spontankrümmung H0 ∈ R. Die elastische
Energie, welche wir auch als Nitsche-Funktional bezeichnen, ist damit gegeben durch

E(Σ) =

∫

Σ

(
a + b(H −H0)

2 − cK
)

dS, (1.1)

mit dem Flächenelement dS. Dies schließt unter anderem folgende Spezialfälle mit ein:

(i) das Flächenfunktional A für Φ(H,K) = 1,

(ii) das Willmore-Funktional W für Φ(H,K) = H2,

(iii) das Helfrich-Funktional für Φ(H,K) = b(H −H0)
2 − cK.

Das Nitsche-Funktional modelliert elastische Eigenschaften von Materialien und stellt
eine Verallgemeinerung des Flächen- und des Willmore-Funktionals dar. Da im rotati-
onssymmetrischen Fall das Katenoid Mininimierer dieser beiden Funktionale ist, wollen
wir die Minimierer des Nitsche-Funktionals (in den später genauer spezifizierten Klas-
sen) in Anlehnung an eine nicht erschienene, aber in [Nit3] aufgführte Publikation von
Johannes C.C. Nitsche, als elastische Katenoide bezeichnen.

1Als Poinierarbeiten in der Modellierung sind [H],[C], [Ev1] zu nennen, die unter anderem an dem
Zustandekommen der Gestalt der Erythrozyten (rote Blutkörperchen) interessiert waren. Für weitere
Literaturverweise und die Details der Modellierung siehe [Goe], [Nit1] und [Nit2], [Nit3]. Eine kurze Ein-
führung und numerische Experimente kann man [HSK] entnehmen, aktuelle Arbeiten aus verschiedenen
Disziplinen wie Variationsrechnung, Numerik und Physik findet man in [PR], [BGN] und [TS].
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

In zwei aktuellen Arbeiten [D’Ac,D,G], [D’Ac,F,G,S] wurden Randwertprobleme für rota-
tionssymmetrische Minimierer2 des Willmore-Funktionals in der Klasse von Profilkur-
ven

Nα,β

(
[−a, a]

)
:= {u ∈ C1,1

(
[−a, a]

)
| u gerade, u > 0, u(a) = α, u′(a) = β}

für a > 0, α > 0 und β ∈ R untersucht, und Existenz und klassische Regularität bewiesen.3

Das Ziel dieser Arbeit ist es, unter anderem ähnliche Ergebnisse für das allgemeinere
Nitsche-Funktional (1.1) in der Klasse

Wα,β

(
(−a, a)

)
:= {u ∈W 2,2

(
(−a, a)

)
| u gerade, u > 0, u(a) = α, u′(a) = β}

zu erhalten. Nach Umschreiben sieht man, daß es für b 6= 0 ausreicht, das Funktional

Fa,α,β
γ,H0

(u) :=

∫

I

[(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

dx+ (κe(u) + 2H0)
2 dS

]

,

mit der Euklidischen-Krümmung κe(u) und γ > 0 auf Wα,β((−a, a)) zu betrachten.

Zunächst werden wir in Kapitel 6 zeigen, daß klassische Minimierer des Funktionals exi-
stieren, wenn wir gewisse a-priori Schranken an eine Minimalfolge voraussetzen können.
Dazu werden wir die beiden folgenden Sätze beweisen:

(6.7.1) Existenzsatz
Seien a, α > 0, γ > 0 sowie β,H0 ∈ R. Gibt es eine Minimalfolge (un)n∈N ⊆ Wα,β(I) für
Fa,α,β

γ,H0
und Konstanten c1, c2, c3 > 0, so daß

0 < c1 ≤ un ≤ c2 und |u′n| ≤ c3 auf [−a, a] für alle n ∈ N gilt, (1.2)

dann gibt es ein u ∈Wα,β(I) mit

0 < c1 ≤ u ≤ c2 und |u′| ≤ c3 sowie Fa,α,β
γ,H0

(u) = inf
Wα,β(I)

Fa,α,β
γ,H0

.

(6.8.1) Regularitätssatz
Seien a, α > 0, γ > 0 sowie β,H0 ∈ R, dann ist der Minimierer u des Funktionals Fa,α,β

γ,H0

aus dem Existenzsatz (6.7.1) glatt, d.h. u ∈ C∞(Ī).

Die verbleibende Schwierigkeit ist also, die Schranken aus (1.2) für eine Minimalfolge nach-
zuweisen. Dazu werden wir uns auf Dirichlet-Nullranddaten für die Ableitung, d.h. auf
die Klassen Wα,0((−a, a)), beschränken. Für bestimmte Parameter a, α, γ,H0 werden wir

2Der Grund warum man rotationssymmetrische Minimierer betrachtet, ist neben der deutlich verein-
fachten Situation die Tatsachen, daß diese Minimierer nach dem „symmetric criticality principle“ (für eine
allgemeine Betrachtung siehe z. B. [P]) ebenfalls Extremale des nichtrotationssymmetrischen Problems
sind.

3Zu erwähnen ist ebenfalls die Arbeit [DG] in der das Willmore-Funktional für Rotationsflächen
und die sogenannte Navier-Randbedingung u(±1) = α und H(±1) = 0 untersucht wurde, sowie die
Arbeit [B,D’Ac,F], welche das Funktional

∫

Σ
H2 dS− γ

∫

Σ
K dS für Rotationsflächen mit u(±1) = α und

der zugehörigen natürlichen Randbedingung, welche im Fall γ = 0 genau die zuvor erwähnte Navier-
Bedingung ist, untersucht.
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in Kapitel 8 die benötigten Schranken, und damit die Existenz von klassischen Mini-
mierern nachweisen. Diese Einschränkungen an die Parameter bestehen im Wesentlichen
darin, daß a durch die beiden Schranken F und G, gegeben durch

F (α, γ, c,H0) :=
γαc(α− c)

(γ + 4H2
0 )α2 + 1

,

G(α, γ, c,H0) :=
1

√
1
c
(γ(α− c) + ( 1

α
− 1

c
) + 4H2

0α) + 2|H0|

für ein beliebiges c ∈ [1/
√
γ, α) nach oben beschränkt sein muß. Konkret werden wir den

folgenden Satz beweisen:

(8.6.2) (Existenz von klassischen Minimierern für das Nitsche-Funktional mit γ > 0)
Seien γ > 0, H0 ∈ R und α > 1√

γ
. Für

0 < a < sup
1/

√
γ≤c<α

min{F (α, γ, c,H0), G(α, γ, c,H0)} =: AH0(α, γ),

gibt es einen Minimierer u ∈ C∞(Ī)∩Wα(I). In diesem Fall gibt es ein c ∈ [1/
√
γ, α), so

daß

a < min{F (α, γ, c,H0), G(α, γ, c,H0)}, (1.3)

und es gilt

0 < c ≤ u ≤ a

γα

(

γα +
1

α
+ 4H2

0α

)

+ α (1.4)

|u′| ≤ K√
1−K2

(1.5)

für

K :=
a√
c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

+ 4H2
0α

]1/2

+ 2|H0|a.

Zudem erfüllt u das (zur Euler-Lagrange-Gleichung gehörige) Dirichlet-Problem






κh(u)
3 1

u2
− 2κh(u)

1

u2
+ 2

1

u(1 + u′2)1/2

d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

+(4H2
0 + γ)

(
2

(1 + u′2)1/2
− κh(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2
= 0. in (−a, a)

u(±a) = α, u′(±a) = 0.

Dabei ist κh(u) die Krümmung des Graphen im zweidimensionalen hyperbolischen Raum
H

2. Da F in c beschränkt ist, gibt es zu festem α und γ ein a0, so daß mit der in dieser
Arbeit entwickelten Methode für a ≥ a0 keine Existenz mehr gezeigt werden kann. Dies ist
möglicherweise eine ähnliche Situation, wie bei rotationssymmetrischen Minimalflächen,
wo das minimierende Katenoid für wachsendes a nicht mehr existiert (siehe Kapitel 4).
Ob dieser Effekt hier ebenfalls vorliegt, wäre eine interessante weiterführende Frage. Offen
ist weiterhin was passiert, wenn α < 1/γ, oder ob Existenz auch für β 6= 0 gezeigt werden
kann.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Kapitel 2. Im zweiten Kapitel wird die Notation fixiert.

Kapitel 3. In diesem Kapitel werden die Grundlagen, die zur Beschreibung des Pro-
blems notwendig sind, kurz zusammengefaßt. Dazu wird der Begriff der geodäti-
schen Krümmung von Kurven in Riemannschen Mannigfaltigkeiten eingeführt und
diese speziell für den Euklidischen Raum E

2 und den hyperbolischen Raum H
2 be-

rechnet. Danach werden wir zeigen, wie man in Anlehnung an eine Beobachtung von
Robert Bryant [BG] und Ulrich Pinkall, welche in [D’Ac,D,G] wesentlich be-
nutzt wird, das Willmore-Funktional für Rotationsflächen als Elastica-Funktional
in H2 und damit Rotationsflächen als elastische Kurven in H2 beschreiben kann.

Kapitel 4. Hier beschäftigen wir uns mit der Klassifikation aller rotationssymmetrischen
Minimalflächen des R3. Dabei wird sich ergeben, daß die Profilkurven solcher ro-
tationssymmetrischer Minimalflächen nur eine Katenoide oder die Goldschmidt-
Kurve sein können. Dabei folgen wir der Darstellung in [GH2, Chapter 8, 4.3, S.263–
270]. In diesem Kapitel benötigen wir die Ergebnisse aus Anhang B.

Kapitel 5. Kapitel fünf beschäftigt sich mit der Frage, ob Minimierer des Flächenfunk-
tionals A existieren, wenn man zusätzlich zu den Randwerten, welche in Kapitel 4
betrachtet wurden, noch Dirichlet Nullrandwerte für die Ableitung vorschreibt,
also die Klasse Wα,0(I) betrachtet. Diese Frage wird negativ beantwortet, d.h. es
existieren keine Minimierer von A in den Klassen Wα,0(I).

Kapitel 6. Im sechsten Kapitel zeigen wir den oben bereits erwähnten Existenzsatz
(6.7.1) und Regularitätssatz (6.8.1) für das Nitsche-Funktional mit nichtverschwin-
dendem mittleren Krümmungsterm (b 6= 0). Zudem formulieren wir das Problem in
einer für das weitere Vorgehen günstigen Form, betrachten das Skalierungsverhal-
ten des Nitsche-Funktionals und berechnen die Euler-Lagrange-Gleichung. Die
meisten Beweise und Ergebnisse sind im Wesentlichen leichte Verallgemeinerungen
von entsprechenden Ergebnissen in [D’Ac,D,G].

Kapitel 7. Nachdem ein kleiner Abriß der Geschichte des Willmore-Funktionals gege-
ben wird, stellt das siebte Kapitel die Ergebnisse aus [D’Ac,D,G] vor. Neben dem
Nachweis, der für den Existenzsatz benötigten a-priori Schranken über eine Kon-
struktion, welche die Willmore-Energie senkt, werden noch zusätzliche Eigen-
schaften der Minimierer wie Monotonieverhalten gezeigt. Ebenso wird die fallende
Monotonie der optimalen Willmore-Energie in Abhängigkeit von den Randdaten
α bewiesen.

Kapitel 8. In diesem Kapitel versuchen wir, ähnliche Ergebnisse wie in Kapitel 7, nun
für das allgemeinere Nitsche-Funktional, zu erhalten. Zunächst bemerken wir, daß
für spezielle Randwerte α = 1/

√
γ die eindeutigen Minimierer Zylinder sind und

daß dies die einzigen Randwerte sind, für die es minimierende Zylinder gibt. Dann
weisen wir die a-priori Schranken, welche wir für den Existenzsatz (6.7.1) benöti-
gen, nach und zeigen, daß wir uns für verschwindende Spontankrümmung H0 = 0
bei einer Minimalfolge auf Funktionen, welche auf (−a, 0) monoton fallend sind,
einschränken können. Nun beweisen wir, daß die optimale Nitsche-Energie ab ei-
nem bestimmten ᾱ monton wachsend in α und unbeschränkt ist. Für kleine α, d.h.



5

α ∈ (0, a), bleibt die optimale Energie jedoch beschränkt. Neben dem oben bereits
erwähnten Satz (8.6.2) zeigen wir, daß es bei verschwindender Spontankrümmung
H0 = 0 für beliebiges a > 0 und festes γ > 0 möglich ist, ein ᾱ = ᾱ(a, γ) zu wählen,
so daß für alle α ≥ ᾱ die Existenz eines Minimierers gesichert ist. Am Ende die-
ses Kapitels konstruieren wir Vergleichsfunktion, berechnen deren Nitsche-Energie
und vergleichen diese numerisch mit der Nitsche-Energien der Zylinder.

Anhang A. Mit A gefolgt von der Kapitelnummer, werden Anhänge am Ende eines Ka-
pitels gekennzeichnet, in welchen einfache Aussagen, die in einem der Beweise be-
nötigt wurden, der Vollständigkeit halber separat als Lemma bewiesen werden. Der
Leser, der diese Aussagen so schon kennt, möge diese Anhänge einfach ignorieren.

Anhang B. In Anhang B beschäftigen wir uns mit einer direkten Methode für das Hin-
dernisproblem parametrischer Variationsprobleme, bei der wir quasinormale Mini-
mierer erhalten. In der Darstellung folgen wir dabei [GH2, Chapter 8, 4.2, S.254–
263].

Anhang C. In diesem Anhang stellen wir kurz den ganz am Anfang erwähnten Haupt-
satz über symmetrische Polynome vor.
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Kapitel 2

Notation

Mit N bezeichnen wir die Menge der natürlichen Zahlen {1, 2, . . .}, und mit N0 die Menge
N ∪ {0}. Die Menge der reellen Zahlen bezeichen wir mit R, sowie mit R+ die Menge
der nichtnegativen reellen Zahlen und mit R∗

+ die Menge der positiven reellen Zahlen.
Die reellen Zahlen und der Rn sind im gesamten Text stets mit der Standardtopologie
ausgestattet. Für eine Menge A bezeichnen wir mit #A die Kardinalität von A. Das n-
dimensionale Lebesgue-Maß einer Menge A ⊆ Rn bezeichnen wir mit L

n(A) oder |A|.
Für einen normierten Vektorraum (X, ‖·‖), x ∈ X und r > 0 bezeichnen wir mit

Br(x) := {z ∈ X | ‖x− z‖ < r}

die offene Kugel um x mit Radius r.

Für eine offene Menge Ω ⊆ Rn bezeichnen wir für eine meßbare Funktion f : Ω→ R und
p ∈ [1,∞]

‖f‖Lp(Ω) :=







(∫

Ω

|f |p dx

)1/p

, falls p ∈ [1,∞),

wes supΩ|f |, falls p =∞,

wobei wir Integrale stets als Integrale bezüglich des Lebesgue-Maßes auffassen, ebenso
wie alle anderen Begrifflichkeiten, wie etwa Meßbarkeit (wenn nicht explizit etwas anderes
vereinbart wird). Dies definiert in bekannter Weise die Lebesgue-Räume

Lp(Ω) := {f : Ω→ R | f meßbar, ‖f‖Lp(Ω) <∞}/{f : Ω→ R | f meßbar, f = 0 f.ü.},

und die Norm für eine Restklasse [f ] ∈ Lp(Ω) durch ‖[f ]‖Lp(Ω) := ‖f‖Lp(Ω). Unter leichtem
Mißbrauch der Notation werden wir wie üblich allerdings auch für Funktionen f ∈ Lp(Ω)
schreiben.
Die Sobolev-Räume W k,p(Ω) bezeichnen für k ∈ N0 und p ∈ [1,∞] die folgenden Funk-
tionenräume

W k,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) | für alle Multiindices α ∈ N
n
0 mit |α| ≤ k gilt ∂αf ∈ Lp(Ω)},

wobei wir die schwache Ableitung zum Multiindex α mit ∂αf bezeichnen. Im Eindimen-
sionalen schreiben wir für die schwache Ableitung von u auch u′, bzw. wenn das Argument

7



8 KAPITEL 2. NOTATION

t ist manchmal auch u̇. Die Norm auf diesen Räumen ist definiert durch

‖f‖W k,p(Ω) :=







(
∑

|α|≤k

‖∂αf‖pLp(Ω)

)p

, falls p ∈ [1,∞),

∑

|α|≤k

‖∂αf‖L∞(Ω), falls p =∞.

Für k ∈ N0 bezeichen wir die Räume stetiger Funktionen mit

Ck(Ω) := {f : Ω→ R | Dαf ist stetig für |α| ≤ k},
Ck(Ω̄) := {f ∈ Ck(Ω) | Dαf beschränkt und gleichmäßig stetig für |α| ≤ k},
C∞(Ω) :=

⋂

k∈N

Ck(Ω),

C∞(Ω̄) :=
⋂

k∈N

Ck(Ω̄),

C(Ω) := C0(Ω),

C(Ω̄) := C0(Ω̄),

wobei Dαu für die klassische Ableitung steht. Für k ∈ N0 und f ∈ Ck(Ω̄) definieren wir
die zugehörige Norm als

‖f‖Ck(Ω̄) :=
∑

|α|≤k

‖Dαf‖L∞(Ω).

Die Menge der kritischen Punkte einer Funktion f ∈ C1(Ω) ist definiert durch

Krit(f) := {x ∈ Ω | f ′(x) = 0}.

Der Träger einer stetigen Funktion f ∈ C(Ω) ist definiert als

supp f := {x ∈ Ω | f(x) 6= 0}.

Wir sagen, daß f ∈ C(Ω) kompakten Träger in Ω hat, wenn supp f kompakt ist und
supp f ⊂ Ω gilt, in diesem Fall schreiben wir auch supp f ⊂⊂ Ω. Für k ∈ N0 ∪ {∞}
bezeichnen wir

Ck
0 (Ω) := Ck

c (Ω) := {f ∈ Ck(Ω) | supp f ⊂⊂ Ω}.

Wir sagen, daß eine Funktion f : Ω→ R Hölderstetig mit Exponent 0 < γ ≤ 1 ist (oder
auch γ-Hölderstetig), wenn es eine Konstante C > 0 gibt, so daß für alle x, y ∈ Ω gilt

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|γ.

Ist γ = 1, so nennen wir f auch Lipschitzstetig . Als Hölder-Räume bezeichnen wir für
k ∈ N0 und 0 < γ ≤ 1 die Räume

Ck,γ(Ω̄) := {f ∈ Ck(Ω̄) | Dαf ist γ-Hölderstetig für |α| ≤ k}.

Auf C0,γ(Ω̄) definieren wir die γ-Hölder-Halbnorm

[f ]C0,γ(Ω̄) := sup
x,y∈Ω
x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|γ .



9

Für f ∈ Ck,γ(Ω̄) ist die zugehörige Norm gegeben durch

‖f‖Ck,γ(Ω̄) := ‖f‖Ck(Ω̄) +
∑

|α|=k

[Dαf ]C0,γ(Ω̄) .

Für eine Lipschitzstetige Funktion f ∈ C0,1(Ω̄) ist die Lipschitz-Konstante definiert
durch

Lip(f) := inf{C > 0 | |f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| für alle x, y ∈ Ω}.

In den weiteren Kapiteln verwenden wir die folgenden Funktionenklassen. Für ein a > 0
bezeichnen wir mit I = (−a, a) ⊂ R ein beschränktes offenes Intervall. Seien weiterhin
α > 0 und β ∈ R, dann setzen wir

Nα,β(Ī) := {u ∈ C1,1(Ī) | u > 0, u symmetrisch, u(+a) = α, u′(+a) = β},
Wα,β(I) := {u ∈W 2,2(I) | u > 0, u symmetrisch, u(+a) = α, u′(+a) = β},
W (I) := {u ∈W 2,2(I) | u > 0, u symmetrisch},

wenn wir β = 0 setzen, bezeichnen wir die Klassen kurz mit Nα(Ī) und Wα(I). Wenn
wir eine Funktion u : I → R als symmetrisch oder gerade bezeichnen, meinen wir stets
Achsensymmetrie bezüglich der y-Achse, d.h. die Eigenschaft u(x) = u(−x) für alle x ∈ I.
Als ungerade bezeichnen wir ein u : I → R, welches punktsymmetrisch zum Ursprung ist,
d.h. die Eigenschaft u(−x) = −u(x) für alle x ∈ I besitzt.



10 KAPITEL 2. NOTATION



Kapitel 3

Geometrische Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir einige geometrische Grundlagen zusammenfassen, welche für
die Beschreibung des Problems notwendig sind.

3.1 Geometrische Größen für Rotationsflächen

Seien a > 0 und u : [−a, a] → (0,∞). Eine (parametrisierte) Rotationsfläche Σ mit
Profilkurve u ist gegeben durch die Abbildung

f : (−a, a)× [0, 2π)→ R
3, (x, ϕ) 7→

(
u(x) cos(ϕ), u(x) sin(ϕ), x

)
.

Die erste und zweite Fundamentalform sowie das Flächenelement sind gegeben durch
(siehe [K, S. 78-81])

[gi,j] =

[
E F
F G

]

=

[
1 + u′2 0

0 u2

]

,

[Li,j ] =

[
L M
M N

]

=
1

(1 + u′(x)2)1/2

[
−u′′(x) 0

0 u(x)

]

,

und

dS =
√

det(g) = u(1 + u′2)1/2.

Damit sind mittlere und Gauß-Krümmung gegeben durch

H =
1

2

(

− u′′

(1 + u′2)3/2
+

1

u(1 + u′2)1/2

)

K = − u′′

u(1 + u′2)2
.

3.2 Krümmung von Kurven in Riemmanschen Mannig-

faltigkeiten

Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, TM das Tangentialbündel von M und∇ ein linearer
Zusammenhang.

11
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(3.2.1) Definition (Christoffel-Symbole).
Sei {Ei} ein lokaler Rahmen für TM auf einer offenen Teilmenge U ⊂ M einer Mannig-
faltigkeit M , dann gilt

∇Ei
Ej = Γk

ijEk

für n3 Abbildungen auf U . Diese Γk
ij nennen wir Christoffel-Symbole von ∇ bezüglich

des Rahmens {Ei}.

(3.2.2) Definition (Kurven).
Sei I ein beliebiges beschränktes Intervall, dann nennen wir

(i) eine stetige Abbildung γ : I →M eine Kurve,

(ii) falls I kompakt ist nennen wir γ auch Kurvensegment und

(iii) eine glatte Kurve mit γ̇(t) 6= 0 für alle t ∈ I bezeichnen wir als reguläre Kurve,

(iv) anstatt von einem stückweise regulärem Kurvensegment sprechen wir auch von einer
zulässigen Kurve.

(3.2.3) Definition (Reparametrisierung).
Eine Reparametrisierung eines Kurvensegmentes bzw. einer zulässigen Kurve γ : [a, b]→
M ist eine Kurvensegment bzw. eine zulässige Kurve γ̃ von der Form γ̃ = γ◦ϕ : [c, d]→M
mit einem Homöomorphismus ϕ : [c, d] → [a, b] der stückweise ein Diffeomorphsimus ist,
d.h. es gibt eine Unterteilung [ci, ci+1] von [c, d], so daß

ϕi : [ci, ci+1]→ ϕ([ci, ci+1]), x→ ϕ(x)

für alle i ein Diffeomorphismus ist. Ist ϕ′ > 0, so nennen wir ϕ orientierungserhaltend
und γ̃ Vorwärtsreparametrisierung .

Für eine Kurve γ : I → M bezeichnen wir die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes V
entlang γ bezüglich ∇ mit Dt (für Details siehe [L, Chapter 4, Lemma (4.9)]).

(3.2.4) Definition (Geodäten).
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einem linearen Zusammenhang ∇, und γ : I → M eine
Kurve in M , dann nennen wir γ eine Geodäte bezüglich ∇, wenn

Dtγ̇ ≡ 0.

(3.2.5) Satz (Existenz und Eindeutigkeit von Geodäten).
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einem linearen Zusammenhang. Für beliebiges p ∈ M ,
beliebiges V ∈ TpM und t0 ∈ R gibt es ein offenes Intervall I ⊆ R welches t0 enthält und
eine Geodäte γ : I →M mit γ(t0) = p und γ̇(t0) = V . Zwei solche Geodäten stimmen auf
ihrem gemeinsamen Definitionsbereich überein.

Beweis. Wir verweisen hier auf [L, Chapter 4, Theorem 4.10, S.58].

Sei nun (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Metrik g und ∇
der Riemannsche-Zusammenhang (manchmal auch nach Levi-Civita benannt).
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(3.2.6) Definition (Länge einer Kurve).
Sei γ : [a, b]→M ein Kurvensegment, dann definieren wir die Länge von γ als

L(γ) :=

∫ b

a

|γ̇(t)| dt.

Für eine zulässige Kurve γ definieren wir die Länge als Summe der Längen der Teilseg-
mente, auf denen γ regulär ist.

(3.2.7) Definition (Integral bezüglich Bogenlänge).
Für eine zulässige Kurve γ : [a, b] → M und f ∈ C∞([a, b]) definieren wir das Integral
über f bezüglich Bogenlänge durch

∫

γ

f ds :=

∫ b

a

f(t)|γ̇(t)| dt

mit dem Bogenlängenelement ds = |γ̇(t)| dt.

(3.2.8) Lemma (Reparametrisierungsinvarianz des Integrals).
Ist γ : [a, b]→M eine zulässige Kurve und f ∈ C∞([a, b]), so ist

∫

γ

f ds

invariant unter Reparametrisierungen.

Beweis. [L, Chapter 6, Exercise 6.3 (i), S.93].

(3.2.9) Lemma (Existenz von Bogenlängenparametrisierungen).
Sei γ : [a, b] → M eine reguläre Kurve und l = L(γ), dann gibt es eine eindeutige
Vorwärtsreparametrisierung

γ̃ : [0, l]→M,

so daß | ˙̃γ| ≡ 1.

Beweis. [L, Chapter 6, Exercise 6.2, S.93].

(3.2.10) Definition (Geodätische Krümmung).
Für eine reguläre Kurve γ : I → M auf einem Intervall I := [a, b] sei γ̃ die Bogenlängen-
parametrisierung und s die Bogenlängenfunktion, d.h. s(τ) :=

∫ τ

a
|γ̇|, dann definieren wir

die geodätische Krümmung von γ als

κ : I → R, t→
∣
∣
∣D̃t

˙̃γ
(
s(t)
)
∣
∣
∣ ,

wobei D̃t die kovariante Ableitung entlang γ̃ ist.

Nun wollen wir eine geeignete Darstellung für die geodätische Krümmung einer Kurve,
die nicht notwendigerweise nach Bogenlänge parametrisiert ist, zeigen. Dieses Lemma
ist eine Übungsaufgabe aus [L, Chapter 8, Exercise 8.2, S.137], allerdings liegt in der
momentan aktuellen Ausgabe ein (auch im Errata noch nicht korrigierter) Tippfehler in
der Darstellung vor.
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(3.2.11) Lemma (Geodätische Krümmung von Kurven).
Sei γ : I →M eine reguläres Kurvensegment, dann gilt

κ(t) =
1

|γ̇(t)|3
(
|Dtγ̇(t)|2|γ̇(t)|2 − 〈Dtγ̇(t), γ̇(t)〉2

)1/2
.

Beweis. Seien

s : I → [0,L(γ)], τ 7→
∫ τ

a

|γ̇(x)| dx,

ϕ := s−1 : [0,L(γ)]→ I,

γ̃ := γ ◦ ϕ : [0,L(γ)]→M

Es gilt

s′(x) = |γ̇(x)| und

ϕ′(t) =
1

s′(ϕ(t))
=

1

|γ̇(ϕ(t))| = 〈(γ̇ ◦ ϕ)(t), (γ̇ ◦ ϕ)(t)〉−1/2

Mit

D̃t(γ̇ ◦ ϕ)(t) =

(
d
dt

(γ̇ ◦ ϕ)k + Γk
ij(γ ◦ ϕ) · (γ̇ ◦ ϕ)j ˙̃γ

i

︸︷︷︸

=ϕ′·(γ̇◦ϕ)i

)

∂k

= ϕ′(t)
(
Dtγ̇

)
(ϕ(t))

ergibt sich, da ∇̃ kompatibel ist mit g, für die zweite Ableitung

ϕ′′(t) = −1

2
〈γ̇ ◦ ϕ, γ̇ ◦ ϕ〉−3/2 d

dt
〈γ̇ ◦ ϕ, γ̇ ◦ ϕ〉

= −〈γ̇ ◦ ϕ, γ̇ ◦ ϕ〉−3/2〈D̃t(γ̇ ◦ ϕ), γ̇ ◦ ϕ〉

= − 1

|(γ̇ ◦ ϕ)(t)|4
〈
(
Dtγ̇

)
(ϕ(t)), (γ̇ ◦ ϕ)(t)〉.

Nun beachten wir

˙̃γ
k
(t) = ϕ′(t)γ̇k(ϕ(t))

¨̃γ
k
(t) = ϕ′′(t)γ̇k(ϕ(t)) + ϕ′(t)2γ̈k(ϕ(t))

und erhalten damit

D̃t
˙̃γ(t) =

(
d
dt

˙̃γk + Γk
ij(γ̃) · ˙̃γi ˙̃γj

)

∂k

=
(
ϕ′′(γ̇k ◦ ϕ) + ϕ′2(γ̈k ◦ ϕ) + ϕ′2Γk

ij(γ ◦ ϕ) · (γ̇ ◦ ϕ)i(γ̇ ◦ ϕ)j
)
∂k

= ϕ′′(t)γ̇
(
ϕ(t)

)
+Dtγ̇

(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)2.

Jetzt erhalten wir (wir unterdrücken das t bzw. ϕ(t) als Argument)

〈D̃t
˙̃γ, D̃t

˙̃γ〉 = ϕ′4〈Dtγ̇, Dtγ̇〉+ 2ϕ′2ϕ′′〈Dtγ̇, γ̇〉+ ϕ′′2〈γ̇, γ̇〉

=
1

|γ̇|4
|Dtγ̇|2 − 2

1

|γ̇|6
〈Dtγ̇, γ̇〉2 +

1

|γ̇|8
〈Dtγ̇, γ̇〉2|γ̇|2

=
1

|γ̇|6
(
|Dtγ̇|2|γ̇|2 − 2〈Dtγ̇, γ̇〉2 + 〈Dtγ̇, γ̇〉2

)

=
1

|γ̇|6
(
|Dtγ̇|2|γ̇|2 − 〈Dtγ̇, γ̇〉2

)
.
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Nun folgt die Behauptung mit |D̃t
˙̃γ| = 〈D̃t

˙̃γ, D̃t
˙̃γ〉1/2.

3.3 Euklidische Geometrie

(3.3.1) Definition (n-dimensionaler Euklidischer Raum En).
Sei n ∈ N, dann bezeichnen wir den Rn versehen mit der Euklidischen Metrik, in Stan-
dardkoordinaten (x1, . . . , xn) gegeben durch

g :=
n∑

i=1

(dxi)
2,

als n-dimensionalen Euklidischen Raum En.

(3.3.2) Lemma (Geodätische Krümmung in E2).
Für die Krümmung κ des Graphen einer Funktion u : I → R mit u > 0, aufgefasst als
Kurve γ : I → E

2, t 7→ (γ1(t), γ2(t)) = (t, u(t)) in E
2 gilt

κ =
|u′′|

(1 + u′2)3/2
.

Beweis. Da für die metrischen Koeffizienten (in Standardkoordinaten) gij = δij gilt, sind
die Christoffel-Symbole alle 0, so daß

γ̇ = ∂1 + u′∂2,

Dt(γ̇) =

(
d
dt
γ̇k

)

∂k = 0 + u′′∂2,

und nach Lemma (3.2.11) gilt

κ2 =
1

(1 + u′2)3

(
(1 + u′2)u′′2 − u′2u′′2

)

=
u′′2

(1 + u′2)3
.

Wir wollen nun eine Art vorzeichenbehaftete Euklidische Krümmung κe(u) mit |κe(u)| = κE2 ,
für welche wir auch u ∈W 2,2(I) zulassen wollen, betrachten.

(3.3.3) Definition.
Für u ∈W 2,2(I) setzen wir

κe(u) :=
u′′

(1 + u′2)3/2
=

[
u′

(1 + u′2)1/2

]′
.

3.4 Hyperbolische Geometrie

Es gibt verschiedene Möglichkeiten hyperbolische Räume zu definieren, wir werden das
Poincaré Halbraum-Modell benutzen, da dieses es uns später in Abschnitt 3.5 erlaubt
Rotationsflächen als elastische Kurven in H2 aufzufassen.
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(3.4.1) Definition (n-dimensionaler hyperbolischer Raum Hn
R mit Radius R).

Sei R > 0 und n ≥ 2, dann ist der n-dimensionale hyperbolischer Raum Hn
R mit Radius

R die Riemannsche Mannigfaltigkeit bestehend aus dem oberen Halbraum von Rn, in
Koordinaten (x1, . . . , xn−1, y) definiert durch {y > 0} versehen mit der Riemannschen
Metrik

gR := R2 1

y2

(
n−1∑

i=1

(dxi)
2 + (dy)2

)

.

Im Spezialfall R = 1 sprechen wir nur vom hyperbolischen Raum H
n.

(3.4.2) Lemma (Christoffel-Symbole von H
2).

Die Christoffel-Symbole von H2 (in den gewählten Koordinaten) sind gegeben durch

[
Γ1

ij

]
=

[
0 −1

y

−1
y

0

]

und
[
Γ2

ij

]
=

[ 1
y

0

0−1
y

]

.

Beweis. Wir berechnen die Christoffel-Symbole durch

Γk
ij =

1

2
gkl (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij) ,

wobei die metrischen Koeffizienten gegeben sind durch gij = 〈∂i, ∂j〉, also

[gij ] =
1

y2

[
1 0
0 1

]

und damit [gij] = y2

[
1 0
0 1

]

.

Damit erhalten wir

Γ1
1,1 =

1

2
y2 (∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11) + 0 =

1

2
y2 (0 + 0− 0) = 0

Γ1
1,2 =

1

2
y2 (∂1g21 + ∂2g11 − ∂1g12) + 0 =

1

2
y2

(

0 + (−2)
1

y3
− 0

)

= −1

y

Γ1
2,2 =

1

2
y2 (∂2g21 + ∂2g21 − ∂1g22) + 0 =

1

2
y2 (0 + 0− 0) = 0

Γ2
1,1 = 0 +

1

2
y2 (∂1g12 + ∂1g12 − ∂2g11) =

1

2
y2

(

0 + 0− (−2)
1

y3

)

=
1

y

Γ2
1,2 = 0 +

1

2
y2 (∂1g22 + ∂2g12 − ∂2g12) =

1

2
y2 (0 + 0− 0) = 0

Γ2
2,2 = 0 +

1

2
y2 (∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22) =

1

2
y2

(

(−2)
1

y2
+ (−2)

1

y2
− (−2)

1

y2

)

= −1

y
.

(3.4.3) Lemma (Geodätische Krümmung in H2).
Für die Krümmung des Graphen einer Funktion u : I → R mit u > 0, aufgefasst als
Kurve γ : I → H2, t 7→ (γ1(t), γ2(t)) = (t, u(t)) in H2 gilt

κ =
|(1 + u′2) + uu′′|

(1 + u′2)3/2
.
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Beweis. Wir berechnen nun die einzelnen Bestandteile in der Darstellung aus Lemma
(3.2.11) unter Zuhilfenahme von Lemma (3.4.2)

Dt(γ̇) =

(
d
dt

(γ̇)k + Γk
ij γ̇

jγ̇i

)

∂k

=

(

γ′′1 − 2
γ′1γ

′
2

γ2

)

∂1 +

(

γ′′2 +
γ′21 − γ′22

γ2

)

∂2

=

(

−2
u′

u

)

∂1 +

(

u′′ +
1

u
(1− u′2)

)

∂2

und damit

|Dtγ̇|2 = 〈Dtγ̇, Dtγ̇〉

=
1

u2

(

4
u′2

u2
+ u′′2 + 2

u′′(1− u′2)
u

+
1

u2
(1− u′2)2

)

=
1

u4

(
4u′2 + u2u′′2 + 2uu′′ − 2uu′′u′2 + 1− 2u′2 + u′4

)

=
1

u4

(
(1 + 2u′2 + u′4) + u2u′′2 + 2uu′′ − 2uu′′u′2

)

=
1

u4

(
(1 + u′2)2 + uu′′(uu′′ + 2(1− u′2))

)
.

Ebenso gilt

|γ̇|2 =
1

u2
(1 + u′2)

〈Dtγ̇, γ̇〉 =
1

u2

(

−2
u′

u
+ u′u′′ +

1

u
(1− u′2)u′

)

=
1

u2

(

u′u′′ − u′

u
(1 + u′2)

)

=
1

u3

(
uu′u′′ − u′(1 + u′2)

)

Nun erhalten wir (Terme die wir zusammenfassen haben wir durch Über- bzw. Unterstrei-
chen gekennzeichnet)

|Dtγ̇|2|γ̇|2 − 〈Dtγ̇, γ̇〉2

=
1

u6

(

(1 + u′2)3 + u2u′′2(1 + u′2) + 2(1− u′2)(1 + u′2)uu′′−u2u′2u′′2

+ 2uu′2u′′(1 + u′2)−u′2(1 + u′2)2
)

=
1

u6

(

(1 + u′2)2 + u2u′′2+2(1− u′2)(1 + u′2)uu′′ + 2uu′2u′′(1 + u′2)
)

=
1

u6

(

(1 + u′2)2 + u2u′′2 + 2(1 + u′2)(uu′′−uu′2u′′ + uu′2u′′)
)

=
1

u6

(

(1 + u′2)2 + 2uu′′(1 + u′2) + u2u′′2
)

=

(
1

u3

(
(1 + u′2) + uu′′

)
)2

.
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Damit ergibt sich für die Krümmung

κ =

[
1

|γ̇(t)|6
(
|Dtγ̇(t)|2|γ̇(t)|2 − 〈Dtγ̇(t), γ̇(t)〉2

)
]1/2

=

[
u6

(1 + u′2)3

1

u6

(
(1 + u′2) + uu′′

)2
]1/2

=
|(1 + u′2) + uu′′|

(1 + u′2)3/2
.

(3.4.4) Lemma (Geodäten in H2).
Die Geodäten von H2 sind die folgenden Kurven, versehen mit einer Parametrisierung
mit konstanter Geschwindigkeit

(i) die Halbgeraden parallel zur y-Achse {(x, y) ∈ H2 | x = c, y > 0} für ein c ∈ R und

(ii) die (nichtabgeschlossenen) oberen Halbkreise mit Mittelpunkt auf der x-Achse.

Beweis. Hier verweisen wir auf [L, Chapter 5, Proposition 5.14, S.83].

3.5 Rotationsflächen als elastische Kurven in H
2

Aus notationstechnischen Gründen benutzen wir eine Art vorzeichenbehaftete Variante κh

der im vorigen Abschnitt berechneten Krümmung κH2 für Graphen in der hyperbolischen
Halbebene H2, für welche |κh| = κH2. Ebenso erweitern wir die geodätische Krümmung
auch auf u ∈W 2,2(I).

(3.5.1) Definition.
Für u ∈W 2,2(I) setzen wir

κh(u) :=
uu′′

(1 + u′2)3/2
+

1

(1 + u′2)1/2
.

(3.5.2) Lemma (andere Darstellung für κh).
Für u ∈ W 2,2(I) mit u > 0 gilt

κh(u) = −u
2

u′
d
dx

(
1

u(1 + u′2)1/2

)

.

Beweis. Es gilt

−u
2

u′
d
dx

(
1

u(1 + u′2)1/2

)

= −u
2

u′

(−u′(1 + u′2)− uu′u′′
u2(1 + u′2)3/2

)

=
(1 + u′2) + uu′′

(1 + u′2)3/2

= κh(u).
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Die folgende Beobachtung wurde unabhängig von Robert Bryant [BG] und Ulrich

Pinkall gemacht.

(3.5.3) Lemma.
Für eine Rotationsfläche Σ ⊂ R3 mit Profilkurve u ∈ Wα,β(I) läßt sich das Willmore-
Funktional

W(Σ) =

∫

Σ

H2 dS

schreiben als

W(Σ) =W(u) =
π

2

∫

γ

κ2
H2 ds− 4π

β

(1 + β2)1/2
,

wobei wir den Graph von u als Kurve in H2 auffassen.

Beweis. Es gilt

W(Σ) = 2π

∫

I

[
1

2

(

− u′′

(1 + u′2)3/2
+

1

u(1 + u′2)1/2

)]2

u(1 + u′2)1/2 dx

=
π

2

∫

I

[
u′′2

(1 + u′2)3
− 2

u′′

(1 + u′2)3/2

1

u(1 + u′2)1/2
+

1

u2(1 + u′2)

]

u(1 + u′2)1/2 dx

=
π

2

∫

I

[
u2u′′2

(1 + u′2)3
− 2

uu′′

(1 + u′2)3/2

1

(1 + u′2)1/2
+

1

(1 + u′2)

]
(1 + u′2)1/2

u
dx

=
π

2

∫

I

[
u2u′′2

(1 + u′2)3
+ 2

uu′′

(1 + u′2)3/2

1

(1 + u′2)1/2
+

1

(1 + u′2)

]

︸ ︷︷ ︸

=κh(u)2

(1 + u′2)1/2

u
dx

︸ ︷︷ ︸

= ds

−4π

∫

I

=
u′′

(1 + u′2)3/2

︸ ︷︷ ︸

κe(u)

dx

︸ ︷︷ ︸

2
R

γ K ds

=
π

2

∫

γ

κ2
H2 ds− 4π

β

(1 + β2)1/2
.

(3.5.4) Bemerkung (Elastica-Funktional).
Das Funktional des Krümmungsquadrats einer Kurve

E(γ) =

∫

γ

κ2 ds

wird auch als Elastica-Funktional bezeichnet und die zugehörigen minimierenden Kurven
(in gewissen Funktionanklassen) heißen Elastica, oder elastische Kurve. Dies bedeutet, die
Minimierer des Willmore-Funktionals für Rotationsflächen mit entsprechenden Rand-
werten können auch als Elastica in H2 (mit den zugehörigen Randwerten) aufgefaßt wer-
den.
Das Elastica-Funktional für den Euklidischen Raum modelliert die Biegenergie dünner



20 KAPITEL 3. GEOMETRISCHE GRUNDLAGEN

elastischer Drähte. Das Problem die Gleichungen für dieses Problem aufzustellen und
zu lösen wurde 1691 von Jakob Bernoulli gestellt. Nachdem er in drei Jahren kei-
ne Lösung erhielt veröffentlichte er seine. Sein Neffe Daniel Bernoulli schlug einige
Jahre später 1743 Leonhard Euler vor, daß alle Elastica das oben genannte Variations-
problem erfüllen. Dieser stellte die zugehörigen Euler-Lagrange-Gleichungen auf und
klassifizierte sämtliche Lösungen löste im Anhang seines Buches über Variationsrechnung
[E]. Für genauere Angaben siehe [T]. Speziell für elastische Kurven in der hyperbolischen
Ebene verweisen wir auf [LS1].



Kapitel 4

Die Klassifikation

rotationssymmetrischer Minimalflächen

In diesem Kapitel wollen wir eine vollständige Beschreibung aller rotationssymmetrischen
Minimalflächen des R3 erreichen. Dabei wird sich herausstellen, daß die Profilkurven sol-
cher Minimalflächen nur die Katenoide oder das Goldschmidt-Polygon sein können. Die
dazu benötigte Technik, eine direkte Methode für das Hindernisproblem parametrischer
Variationsprobleme wird vollständig in Anhang B entwickelt. Dabei folgen wir weitestge-
hend der Darstellung in [GH2, Chapter 8, 4.3, S.263–270].

4.1 Einführung

Zunächst wollen wir die Notation fixieren und das zu lösende Problem beschreiben.

(4.1.1) Bezeichnungen.
Seien a1, a2, α1, α2 ∈ R und a1 < a2 sowie α1, α2 > 0. Dann setzen wir

P1 := (a1, α1), P2 := (a2, α2),
M1 := (a1, 0), M2 := (a2, 0) und I := (0, 1).

Mit C bezeichnen wir die folgende Klasse von Kurven γ(t) = (x(t), z(t))

C := {γ ∈ C0,1(Ī ,R2) | z ≥ 0, γ(0) = P1, γ(1) = P2, γ̇(t) 6= 0 für alle t ∈ Ī für die γ̇(t) existiert}.

Sei A das Flächenfunktional für Rotationsflächen (geteilt durch 2π) und L das Längen-
funktional für Kurven

A : C → R, γ 7→
∫

I

z(t)
(
ẋ(t)2 + ż(t)2)1/2

dt und

L : C → R, γ 7→
∫

I

(
ẋ(t)2 + ż(t)2)1/2

dt =

∫

I

|γ̇(t)| dt.

(4.1.2) Cauchy-Problem.
Wir suchen für fixierte Randdaten a1, a2, α1, α2 alle Rotationsflächen, die Minimierer von
A in C sind, d.h. Kurven γ ∈ C mit

A(γ) = inf
C
A.

21
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(4.1.3) Bezeichnungen (Goldschmidt-Kurve).
Als Goldschmidt-Kurve γG bezeichnen wir die bijektive, stückweise C1-Parametrisierung
des Polygons P1M1M2P2 über Ī mit γG(0) = P1, γG(1) = P2 und γ̇G ≡ konst. auf den
entsprechenden Stücken.

Einige elementare Überlegungen ergeben das folgende

(4.1.4) Lemma (Goldschmidt-Kurve wohldefiniert).
Die Goldschmidt-Kurve ist wohldefiniert und von der Klasse C.

Beweis.

(i) Auf den vertikalen Stücken P1M1 und M2P2 gilt ẋ ≡ 0 und auf dem horizontalen
Stück M1M2 ist ż ≡ 0. Indizieren wir die Kurvenabschnitte, deren Werte auf P1M1

bzw. M1M2 und M2P2 liegen der Reihe nach mit 1, 2, 3, so ergibt sich c := |ż1| =
|ẋ2| = |ż3| > 0 (sonst wäre γ ≡ konst.). Aus der Injektivität folgt, daß die einzelnen
Abschnitte „in einem durchlaufen“ werden, d.h.

x1(t)≡ a1, z1(t) = ±ct+ z̄1, t ∈ [0, t1),
x2(t) = ±ct+ x̄2, z2(t)≡ 0, t ∈ [t1, t2),
x3(t)≡ a2, z3(t) = ±ct+ z̄3, t ∈ [t2, 1],

(4.1)

für 0 < t1 < t2 < 1 und z̄1, x̄2, z̄3 ∈ R (wobei die ± jeweils unabhängig voneinander
sind).
Unter Beachtung der Randwerte an den Intervallenden erhält man

z̄1 = α1, ±ct1 + z̄1 = 0,
±ct1 + x̄2 = a1, ±ct2 + x̄2 = a2,
±ct2 + z̄3 = 0, ±c + z̄3 = α2,

und ± korrespondiert nur zeilenweise.
Eine kurze Überlegung (jeweils zeilenweise eine Gleichung in die andere einsetzen
und a1 < a2 sowie α1, α2 > 0 beachten) ergibt für die variablen Vorzeichen ± (zei-
lenweise) jeweils −++, so daß die ersten fünf Gleichungen ein inhomogenes lineares
Gleichungssystem in (z̄1, t1, x̄2, t2, z̄3) bilden, und die letzte Gleichung c bestimmt:









1 0 0 0 0
1 −c 0 0 0
0 +c 1 0 0
0 0 1 +c 0
0 0 0 +c 1

















z̄1
t1
x̄2

t2
z̄3









=









α1

0
a1

a2

0









und c = α2 − z̄3.

Wegen c > 0 hat das System eine eindeutige Lösung und man erhält

z̄1 = α1, t1 =
α1

c
, x̄2 = a1 − α1,

t2 =
a2 − a1 + α1

c
, ȳ3 = −(a2 − a1 + α1), c= a2 − a1 + α1 + α2.

(ii) Aus der Parametrisierung (4.1) und den zugehörigen Randdaten erhält man sofort
γG ∈ C.
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P1

P2

r

ρ

M1 M2

Abbildung 4.1: Die Größen r und ρ.

(4.1.5) Bezeichnungen.
Wir setzen

r := P1P2 =
√

(a1 − a2)2 + (α1 − α2)2 und

ρ := P1M1 + P2M2 = α1 + α2.

4.2 Relative Minimierer

Nun wollen wir ein im folgenden häufig verwendetes Lemma beweisen.

(4.2.1) Lemma.
Sei γ ∈ C eine Kurve mit Länge L(γ) ≥ ρ, dann gilt

A(γG) < A(γ).

Beweis. Sei γ(t) := (x(t), z(t)) ∈ C mit L(γ) ≥ ρ = α1 +α2, dann gibt es 0 < t1 ≤ t2 < 1,
so daß

α1 =

∫ t1

0

|γ̇| und α2 =

∫ 1

t2

|γ̇|.

(i) Es gilt fast überall auf I

|γ̇| = (ẋ2 + ż2)1/2 ≥ |ż| ≥ −ż, (4.2)

so daß

z(t)− z(0)
︸︷︷︸
=α1

=

∫ t

0

ż ≥ −
∫ t

0

|γ̇| =: −σ(t),
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d.h. wegen der Stetigkeit z(t) ≥ α1 − σ(t) für alle t ∈ [0, 1].
Mit der Substitution s = σ(t) gilt

1

2
α2

1 = α2
1 −

1

2
α2

1 =

∫ σ(t1)=α1

0

(α1 − s) ds =

∫ t1

0

(α1 − σ(t))
︸ ︷︷ ︸

≤z(t)

σ̇(t)
︸︷︷︸

=|γ̇(t)|

dt

≤
∫ t1

0

z(t)|γ̇(t)| dt.
(4.3)

Falls ẋ 6= 0 auf einer meßbaren Nichtnullmenge, die Teilmenge von [0, t1] ist, so gilt
„>“ in (4.2) auf dieser Teilmenge und damit auch in (4.3). Damit gilt „=“ in (4.3)
nur falls ẋ = 0 fast überall in [0, t1], d.h. x(t) = a1.

(ii) Analog erhält man

1

2
α2

2 ≤
∫ 1

t2

z(t)|γ̇(t)| dt,

mit „=“ genau dann wenn x(t) = a2 für t ∈ [t2, 1].

(iii) Es gilt A(γG) = 1
2
(α2

1 + α2
2), also

A(γG) ≤
∫ t1

0

z|γ̇|+
∫ 1

t2

z|γ̇| = A(γ)−
∫ t2

t1

z|γ̇|
︸ ︷︷ ︸

≥0

≤ A(γ),

und es gilt ‚=“ genau dann wenn

x ≡ a1 auf [0, t1] und x ≡ a2 auf [t2, 1] und
∫ t2

t1
z|γ̇|
︸︷︷︸
≥0

= 0

⇔ z |γ̇|
︸︷︷︸

6=0

= 0 fast überall auf [t1, t2]

⇔ z≡ 0 auf [t1, t2].

Also

A(γG) = A(γ) ⇔ γG(Ī) = γ(Ī).

(4.2.2) Proposition (Goldschmidt-Kurve ist relativer Minimierer).
Sei Uε(γG) := {P = (x, z) ∈ R2 | z ≥ 0, dist(P, γG) ≤ ε} und γ ∈ C eine Kurve mit
γ(Ī) 6= γG(Ī) und γ(Ī) ⊆ Uε, dann gilt für ε > 0 klein genug

A(γG) < A(γ).

Beweis. Seien P ′ = (a1 + ε, ε), P ′′ = (a2 − ε, ε) ∈ ∂Uε die „inneren Eckpunkte“ von Uε

und γε das Polygon P1P
′P ′′P2, dann gilt

L(γε) =
(
ε2 + (α1 − ε

)2
)1/2 + (a2 − a1 − 2ε) + (ε2 + (α2 − ε)2)1/2.

Wegen

lim
εց0
L(γε) = α1 + α2 + (a2 − a1)

︸ ︷︷ ︸
>0

gilt für kleines ε auch L(γε) ≥ α1 + α2 = ρ. Da γε klarerweise die kürzeste Verbindung
von P1 und P2 in Uε ist folgt die Behauptung direkt mit Lemma (4.2.1).
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γε

M2M1

P1

P2

γ Uε

Abbildung 4.2: Die Umgebung Uε und die Kurve γε.

4.3 Klassifikation der absoluten Minimierer

Wir wollen nun die beiden Fälle r ≥ ρ und r < ρ unterscheiden.

4.3.1 Der Fall r ≥ ρ

(4.3.1) Proposition (γG ist bis auf Reparametrisierung eindeutiger Minimierer
für r ≥ ρ).
Falls r ≥ ρ ist, gilt für alle Kurven γ ∈ C mit γ(Ī) 6= γG(Ī)

A(γG) < A(γ).

Beweis. Es gilt stets L(γ) ≥ r, da im euklidischen Raum die kürzeste Verbindung zwi-
schen zwei verschiedenen Punkten stets die Gerade durch diese beiden Punkte ist. Damit
folgt die Behauptung direkt aus Lemma (4.2.1).

4.3.2 Der Fall r < ρ

(4.3.2) Bezeichnungen (Todhunter-Ellipse).
Wir betrachten die folgende Ellipse

E = Eρ :=
{
P ∈ R

2 | |P − P1|+ |P − P2| ≤ ρ
}
.

(4.3.3) Lemma.
Es gilt E ⊆ H2 := {P = (x, z) ∈ R2 | z > 0}.
Beweis. Angenommen E ∩ (R2\H2) 6= ∅, dann gibt es ein P = (x, z) ∈ E mit z ≤ 0, also

|P − P1|+ |P − P2| =









(x− a1)
2

︸ ︷︷ ︸
=0

a1 6=a2⇔ (x−a2)2>0

+ (z − α1)
2

︸ ︷︷ ︸

≥α2
1









1/2

+









(x− α2)
2

︸ ︷︷ ︸
=0

a1 6=a2⇔ (x−a1)2>0

+ (z − α2)
2

︸ ︷︷ ︸

≥α2
2









1/2

> α1 + α2 = ρ,
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E

P1

P2

Abbildung 4.3: Die Todhunter-Ellipse E.

und damit P 6∈ Eρ.

Nach Satz (B.1.15) existiert eine quasinormale Kurve η ∈ C mit η(Ī) ⊆ E die A unter
allen Kurven γ ∈ C mit γ(Ī) ⊆ E minimiert.

Nun unterscheiden wir die beiden Fälle η(Ī) ∩ ∂E 6= ∅ und η(Ī) ∩ ∂E = ∅.

Der Fall η(Ī) ∩ ∂E 6= ∅
(4.3.4) Korollar.
Falls η(Ī) ∩ ∂E 6= ∅ ist, gilt für alle Kurven γ ∈ C mit γ(Ī) 6= γG(Ī)

A(γG) < A(γ).

Beweis.

(i) Es gilt also L(η) ≥ ρ, da im euklidischen Raum die kürzeste Verbindung zwischen
zwei verschiedenen Punkten die Gerade ist und für Punkte P ∈ ∂E gilt |P − P1|+
|P − P2| = ρ. Damit folgt mit Lemma (4.2.1)

A(γG) < A(η) ≤ A(γ),

für alle γ ∈ C mit γ(Ī) ⊆ E.

(ii) Für eine Kurve γ ∈ C mit γ(Ī) 6⊆ E gilt ebenfalls L(γ) ≥ ρ, so daß sich mit Lemma
(4.2.1) ergibt

A(γG) < A(γ).

Der Fall η(Ī) ∩ ∂E = ∅
(4.3.5) Lemma.
Falls η(Ī)∩∂E = ∅ gilt, so ist η(t) = (x(t), z(t)) ein A-Extremal von der Klasse C2(I,RN)
mit η̇(t) 6= 0 für alle t ∈ I und erfüllt die Euler-Lagrange-Gleichungen

d

dt

[
zẋ

|η̇|

]

= 0,
d

dt

[
zż

|η̇|

]

= |η̇|.
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Beweis. Die Bedingung η(Ī)∩∂E = ∅ zusammen mit η(Ī) ⊆ E bedeutet also η(t) ⊆ intE
und wir können die Propositionen (B.1.16) und (B.1.20) anwenden (Voraussetzung an die
Linienelemente nach (B.1.18) erfüllt). Damit erhalten wir direkt die Behauptung. Das die
Euler-Lagrange-Gleichungen stimmen sieht man sofort an

F (z1, z2, p1, p2) = z2(p
2
1 + p2

2)
1/2.

(4.3.6) Satz.
Sei u : I → R eine positive Lösung der Differentialgleichung

d

dx

[
u(x)u′(x)

(1 + u′(x)2)1/2

]

= (1 + u′(x)2)1/2, (4.4)

dann ist u eine Katenoide, d.h.

u(x) = c · cosh

(
x− x0

c

)

,

für ein c > 0 und x0 ∈ R.

Beweis.

(i) Die Differentialgleichung (4.4) ist die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals
A(u) =

∫

I
u(1 + u′2)1/2, d.h.

F (x, z, p) = F (z, p) = z(1 + p2)1/2 ∈ C2(R× R).

Mit [vdM, Proposition (1.13)] und

Φ(z, p) := pFp(z, p)− F (z, p) = pz
p

(1 + p2)1/2
− z(1 + p2)1/2 = − z

(1 + p2)1/2

gilt also

Φ(u(x), u′(x)) = − u(x)

(1 + u′(x)2)1/2
≡ h = konst. auf I (4.5)

und damit h < 0.

(ii) Mit Hilfe der Euklidischen Krümmung

κe(u(x)) =

[
u′(x)

(1 + u′(x)2)1/2

]′

ergibt sich aus der Euler-Lagrange-Gleichung

u′(x)2

(1 + u′(x)2)1/2
+ u(x)κe(u(x))= (1 + u′(x)2)1/2

⇔ u′(x)2 + u(x)κe(u(x))(1 + u′(x)2)1/2 = 1 + u′(x)2

⇔ u(x)κe(u(x))(1 + u′(x)2)1/2 = 1

d.h. also da nach Voraussetzung u > 0 auch κe(u(x)) > 0 auf I, so daß u strikt
konvex ist.
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(iii) Es ist

0 < −h ≤ −h (1 + u′2)1/2

︸ ︷︷ ︸
≥1

(4.5)
= u

⇒ 0 < −h ≤ inf
I
u.

Setze c := −h > 0, dann gilt u ≥ c.

(iv) Wegen cosh(R) = [1,∞) ist

v(x) := arccosh
︸ ︷︷ ︸

∈C1

(
u(x)

c

)

︸ ︷︷ ︸

≥1,∈C2

∈ C1

wohldefiniert und es gilt

u(x) = c cosh(v(x)),

sowie

(4.5) ⇔ (cu′)2 = u2 − c2
⇔ [c2 sinh(v)v′]

2
= c2(cosh2(v)− 1

︸ ︷︷ ︸

=sinh2(v)

).

Also falls

v(x) 6= 0 ⇔ sinh(v(x)) 6= 0 ⇔ u(x) 6= c

gilt [cv′]2 = 1.
Da u strikt konvex ist und c ≤ u kann es höchstens ein x ∈ I geben mit v(x) = 0.
Wegen v ∈ C1 gilt damit für alle x ∈ I

[cv′]2 = 1
⇔ |v′|= 1

c

⇒ v(x) = ±1
c
(x− x0)

für ein x0 ∈ R, wegen der Symmetrie von cosh ohne Einschränkung „+“.
Damit ergibt sich also

u(x) = c · cosh

(
x− x0

c

)

, x ∈ I.

(4.3.7) Lemma.
Sei η(t) = (x(t), z(t)) ∈ C2(I,R2) mit z > 0 eine Lösung der Euler-Lagrange-
Gleichungen

d

dt

[
zẋ

|η̇|

]

= 0,
d

dt

[
zż

|η̇|

]

= |η̇|. (4.6)

Dann gilt x ≡ konst., oder η ist die Reparametrisierung einer Katenoiden.
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Beweis. Die Kurven x ≡ konst. erfüllen die Euler-Lagrange-Gleichungen, sei also η
nicht von dieser Form. Dann gibt es ein echtes (maximales) Intervall I ′, auf dem ẋ 6=
0. Wir betrachten die Bogenlängenparametrisierung von x auf diesem Intervall mit der
zugehörigen Parametertransformation ϕ : Ĩ → I ′. Die reparametrisierte Kurve η̃ := η◦ϕ :
Ĩ → R2 erfüllt ebenfalls die zweite der Euler-Lagrange-Gleichungen aus (4.6)

d

dt̃

[
z̃ ˙̃z

| ˙̃η|

]

=
d

dt̃

[
z(ϕ)ż(ϕ)ϕ̇

((ẋ(ϕ)ϕ̇)2 + (ż(ϕ)ϕ̇)2)1/2

]

=
d

dt̃

[
z(ϕ)ż(ϕ)

(ẋ(ϕ)2 + ż(ϕ)2)1/2

]

=
(ż(ϕ)2ϕ̇+ z(ϕ)z̈(ϕ)ϕ̇)(ẋ(ϕ)2 + ż(ϕ)2)− z(ϕ)ż(ϕ)(ẋ(ϕ)ẍ(ϕ)ϕ̇+ ż(ϕ)z̈(ϕ)ϕ̇)

(ẋ(ϕ)2 + ż(ϕ)2)3/2

=
(ż(ϕ)2 + z(ϕ)z̈(ϕ))(ẋ(ϕ)2 + ż(ϕ)2)− z(ϕ)ż(ϕ)(ẋ(ϕ)ẍ(ϕ) + ż(ϕ)z̈(ϕ))

(ẋ(ϕ)2 + ż(ϕ)2)3/2
· ϕ̇

=
d

dt

[
zż

(ẋ2 + ż2)1/2

]

t=ϕ(t̃)

· ϕ̇(t̃)

= (ẋ(ϕ)2 + ż(ϕ)2)1/2 · ϕ̇
= ((ẋ(ϕ)ϕ̇)2 + (ż(ϕ)ϕ̇)2)1/2

= | ˙̃η|.

Wegen ˙̃x ≡ 1 gilt also

d

dt̃

[
z̃ ˙̃z

(1 + ˙̃z)1/2

]

= (1 + ˙̃z2)1/2,

so daß nach Satz (4.3.6) z̃(t̃) = c · cosh
(

t̃−t̃0
c

)

und x̃(t̃) = t̃+ b auf Ĩ. Mit der Parameter-

transformation ψ : t̃ 7→ t̃− b ist dann η := η ◦ ϕ ◦ ψ auf Ĩ + b eine Katenoide

η(t) =

(

t̃, c · cosh

(
t̃− (t0 − b)

c

))

.

Falls I ′ nicht ganz I ist, ergibt sich ein Widerspruch, da dann auf einem an I ′ angrenzenden
Intervall x ≡ konst. gelten muß, und eine horizontale Tangente am Rand von I ′ nicht
damit verträglich ist, daß η Reparametrisierung einer Katenoiden auf I ′ ist und η ∈
C2(I,R2).

(4.3.8) Proposition.
Im Fall η(Ī)∩∂E = ∅ gibt es bis auf Reparametrisierung genau zwei relative Minimmierer
von A in der Klasse C, nämlich die Goldschmidt-Kurve γG und eine Katenoide η.
Dabei minimiert γG das Funktional A in {γ ∈ C | γ(Ī) ⊆ Uε} für kleines ε und η in
{γ ∈ C | γ(Ī) ⊆ E}.

Beweis. Die Aussage über γG wurde schon in Proposition (4.2.2) gezeigt. Die Aussage
über η ergibt sich aus dem nach Lemma (4.3.3) Bemerkten und den Lemmata (4.3.5) und
(4.3.7).
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(4.3.9) Satz.
Das in (4.1.2) gestellte Variationsproblem

A → min in C
besitzt stets eine Lösung. Als Minimierer kommen nur die Goldschmidt-Kurve oder
eine Katenoide welche P1 und P2 verbindet in Frage.

Beweis. Für Referenzen zu den einzelnen Sätzen siehe Zusamenfassung (4.3.10).

(4.3.10) Zusammenfassung.
Insgesamt ergibt sich also das folgende Bild

immer γG ist relativer Minimierer (4.2.2)
r ≥ ρ γG ist bis auf Reparametrisierung ein-

deutiger absoluter Minimierer
(4.3.1)

r < ρ η(Ī) ∩ ∂E 6= ∅ γG ist bis auf Reparametrisierung ein-
deutiger absoluter Minimierer

(4.3.4)

η(Ī) ∩ ∂E = ∅ immer γG und γK sind bis auf Reparametrisie-
rung alle relativen Minimierer

(4.3.8)

A(γG) < A(γK) γG ist bis auf Reparametrisierung ein-
deutiger absoluter Minimierer

(4.3.8)

A(γG) = A(γK) γG und γK sind bis auf Reparametrisie-
rung alle absoluten Minimierer

(4.3.8)

A(γG) > A(γK) γK ist bis auf Reparametrisierung ein-
deutiger absoluter Minimierer

(4.3.8)

Eine präzisere Beschreibung der Situation, für die man allerdings noch Kenntnisse aus
der Jacobi-Theorie benötigt, enthält der folgende

(4.3.11) Satz.
Wir fixieren eine Katenoide γK ausgehend von einem Punkt P1. Sei P2 ein Punkt rechts
von P1, welcher auf der Katenoiden γK liegt. Für P2 nahe P1 liefert der entsprechende Teil
von γK, der die beiden Punkte verbindet den absoluten Minimierer von A in C(P1, P2).
Wandert der Punkt P2 weiter nach rechts auf der Katenoide, so wird irgendwann der
Punkt erreicht, wo der entsprechende Abschnitt von γK und die Goldschmidt-Kurve
γG absolute Minimierer sind. Von diesem Punkt an ist γK nur noch ein relativer Mini-
mierer, bis P2 den zu P1 konjugierten Punkt P ∗

1 auf der Einhüllenden E+ erreicht. Ab
diesem Punkt verliert die Katenoide ihre Minimumseigenschaft. Es kann auch vorkom-
men, daß es keinen zu P1 konjugierten Punkt rechts von P1 auf γK gibt.

Bezeichnen wir für festes P1 mit G = G(P1) das Gebiet der Punkte P2, die durch ein
Katenoide in der oberen Halbebene mit P1 verbunden werden können. Die Menge G∗ aller
Punkte P2 ∈ G, für welche die Katenoide der eindeutige Minimierer ist, ist ein Gebiet und
wird zur Linken von dem Strahl {(0, z) ∈ RN | z ≥ 0} und zur Rechten von einer parabel-
ähnlichen KurveM+ von ähnlicher Gestalt wie E+, jedoch mit größerer Steigung begrenzt.

Für Punkte P2 ∈ {(x, z) ∈ RN | x > x1, z > 0}\G ist die Goldschmidt-Kurve der
eindeutige Minimierer von A und es existiert kein echter relativer Minimierer.

Beweis. Hier ohne Beweis, siehe aber [GH1, Chapter 5, 4.2] und [GH2, Chapter 8, 4.3,
Theorem 2, S.268f].



Kapitel 5

Nichtexistenz von Minimierern des

Flächenfunktionals in Wα(I)

In diesem Kapitel zeigen wir die Nichtexistenz von Minimierern des Flächenfunktionals
A in der Klasse Wα(I). Dazu approximieren wir die Goldschmidt-Kurve und das Ka-
tenoid in Wα(I) und zeigen unter Zuhilfenahme der Ergebnisse von Kapitel 4 daß keine
Minimierer existieren.

Konkret beweisen wir den folgenden

(5.0.12) Satz (Nichtexistenz von Minimierern von A in Wα(I)).
Seien a, α > 0, dann existiert kein Minimierer von A in Wα(I).

Beweis. Nach Satz (4.3.9) gibt es für das Setting aus Kapitel 4 nur die beiden Fälle, daß die
Katenoide oder die Goldschmidt-Kurve Minimierer des Flächenfunktionals sind. Dies
sind genau die in den folgenden Abschnitten untersuchten Fälle, so daß die Behauptung
mit Satz (5.1.3) und Satz (5.2.3) folgt.

Wie bereits erwähnt, wollen wir nun eine Fallunterscheidung nach der Gestalt der Mini-
mierer des Flächenfunktionals (im Setting von Kapitel 4) vornehmen.

5.1 Nichtexistenz I

Wir nehmen an, daß a und α so gewählt sind, daß die Katenoide absoluter Minimierer
des Flächenfunktionals unter allen Lipschitz-Kurven γ ∈ C0,1([0, 1],R2) in der oberen
Halbebene mit den Randwerten γ(0) = γ(1) = α ist (vergleiche Kapitel 4).
Nun approximieren wir das Katenoid

f : [−a, a]→ R, x 7→ ã cosh(x/ã), für ein ã > 0,

auf folgende Weise durch Wα(I)-Funktionen. Für 0 < ε < a setze

fε : [−a, a]→ R, x 7→
{

f(x), x ∈
(
−(a− ε), a− ε

)
,

pε(x), sonst,

wobei pε auf [a − ε, a] das Hermite-Interpolationspolynom (siehe auch (6.4.1)) zu den
Randwerten

pε(a− ε) = f(a− ε), pε(a) = f(a), (5.1)

p′ε(a− ε) = f ′(a− ε), p′ε(a) = 0, (5.2)

31
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ist (auf [−a,−(a−ε)] zu den entsprechenden Randwerten, ohne Einschränkung betrachten
wir aufgrund der Symmetrie die Situation nur rechts vom Ursprung).

(5.1.1) Proposition (fε approximiert f).
Falls ε klein genug ist, gilt fε > 0, und es gilt

fε
W 1,2(I)−−−−→

εց0
f.

Beweis. Wir betrachten das Hermite-Polynom in Newton-Darstellung

pn(t) =

n∑

i=0

[t0, . . . , ti]f · ωi(t) mit

ωi(t) =
i−1∏

j=0

(t− tj).

Dies liefert für t0 = t1 = x0 < t2 = t3 = x1 und die folgenden Daten

p(x0) = A, p′(x0) = A′,

p(x1) = B, p′(x1) = B′,

die dividierten Differenzen

[t0]p = A,

[t1]p = A, [t0, t1]p = A′,

[t2]p = B, [t1, t2]p =
A− B
x0 − x1

, [t0, t1, t2]p =
A′ − A−B

x0−x1

x0 − x1
,

[t3]p = B, [t2, t3]p = B′, [t1, t2, t3]p =
A−B
x0−x1

− B′

x0 − x1

,

und

[t0, t1, t2, t3]p =
A′ − A−B

x0−x1
− A−B

x0−x1
+B′

(x0 − x1)2
=

A′ +B′

(x0 − x1)2
− 2

A− B
(x0 − x1)3

,

sowie

ω0(x) = 1, ω1(x) = (x− x0), ω2(x) = (x− x0)
2, ω3(x) = (x− x0)

2(x− x1).

Setzen wir nun die ursprünglichen Daten aus (5.1) und (5.2) ein, erhalten wir

pε(x) = ã cosh

(
a− ε
ã

)

+ sinh

(
a− ε
ã

)

(x− a+ ε)

+
sinh

(
a−ε
ã

)
− ã cosh(a−ε

ã )−cosh(a
ã)

−ε

−ε (x− a + ε)2

+

[

sinh
(

a−ε
ã

)

(−ε)2
− 2ã

cosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

(−ε)3

]

(x− a + ε)2(x− a)
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und damit für die Ableitung

p′ε(x) = sinh

(
a− ε
ã

)

+
sinh

(
a−ε
ã

)
− ã cosh(a−ε

ã )−cosh(a
ã)

−ε

−ε 2(x− a + ε)

+

[

sinh
(

a−ε
ã

)

(−ε)2
− 2ã

cosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

(−ε)3

]

[
2(x− a+ ε)(x− a) + (x− a + ε)2

]
.

Nun betrachten wir für x ∈ [a− ε, a] die Differenz

|f(x)− fε(x)| ≤ ã

∣
∣
∣
∣
cosh

(x

ã

)

− cosh

(
a− ε
ã

)∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)∣
∣
∣
∣
|x− a + ε|
︸ ︷︷ ︸

≤ε

+

∣
∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)

− ãcosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

−ε

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(x− a + ε)2

−ε

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤ε

+

∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(x− a+ ε)2(x− a)
(−ε)2

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤ε

+ 2ã

∣
∣
∣
∣
cosh

(
a− ε
ã

)

− cosh
(a

ã

)
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(x− a+ ε)2(x− a)
(−ε)3

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤1

,

so daß wegen f = fε auf (−(a− ε), a− ε) (und der Symmetrie) gilt

‖f − fε‖L∞(I) ≤ ã

∥
∥
∥
∥
cosh

( ·
ã

)

− cosh

(
a− ε
ã

)∥
∥
∥
∥

L∞((a−ε,a))

+

∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)∣
∣
∣
∣
ε

+

∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)∣
∣
∣
∣
ε+ ã

∣
∣
∣
∣
cosh

(
a− ε
ã

)

− cosh
(a

ã

)
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)∣
∣
∣
∣
ε+ 2ã

∣
∣
∣
∣
cosh

(
a− ε
ã

)

− cosh
(a

ã

)
∣
∣
∣
∣

εց0−−→0,

wobei der Grenzwert aufgrund der Stetigkeit von sinh und cosh richtig ist.
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Für x ∈ [a− ε, a] gilt für die Differenz der Ableitungen

|f ′ − f ′
ε| ≤

∣
∣
∣
∣
sinh

(x

ã

)

− sinh

(
a− ε
ã

)∣
∣
∣
∣
+ 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

sinh

(
a− ε
ã

)

− cosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

− ε
ã

︸ ︷︷ ︸

→cosh′(a/ã)=sinh(a/ã), εց0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

→0, εց0

∣
∣
∣
∣

x− a+ ε

−ε

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤1

+

∣
∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)

− cosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

− ε
ã

∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

→0, εց0,(s.o.)

∣
∣
∣
∣

2(x− a + ε)(x− a) + (x− a+ ε)2

(−ε)2

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤3

+

∣
∣
∣
∣
∣

cosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

− ε
ã

∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

→sinh(a/ã), εց0

∣
∣
∣
∣

2(x− a+ ε)(x− a) + (x− a + ε)2

(−ε)2

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤3

.

Damit erhalten wir

‖f ′ − f ′
ε‖L∞(I) ≤

∥
∥
∥
∥
sinh

( ·
ã

)

− sinh

(
a− ε
ã

)∥
∥
∥
∥

L∞((a−ε,a))

+ 5

∣
∣
∣
∣
∣
sinh

(
a− ε
ã

)

− cosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

− ε
ã

∣
∣
∣
∣
∣

+ 3

∣
∣
∣
∣
∣

cosh
(

a−ε
ã

)
− cosh

(
a
ã

)

− ε
ã

∣
∣
∣
∣
∣

εց0−−→3
∣
∣
∣sinh

(a

ã

)∣
∣
∣ .

Für die W 1,2(I)-Norm bedeutet dies wegen fε = f und f ′
ε = f ′ auf [−(a− ε), (a− ε)], daß

‖f − fε‖2W 1,2(I) ≤ 2
(

‖f − fε‖2L∞(I) + ‖f ′ − f ′
ε‖2L∞(I)

)

|(a− ε, a)| εց0−−→ 0.

Aufgrund der stetigen Einbettung W 1,2(I) →֒ C0,1/2(Ī) [vdM, Satz (2.14) (ii)] gilt auch
fε → f in C0(Ī), so daß für ε klein genug wegen f > 0 auch fε > 0 gilt.

(5.1.2) Proposition (Stetigkeit von A auf W 1,2(I)).
Das Flächenfunktional

A : W 1,2(I)→ R, u 7→
∫

I

u(x)
(
1 + u′(x)2

)1/2
dx

ist stetig.

Beweis. Die Rechnung in Proposition (6.3.1) (6.4) setzt nur u ∈W 1,2(I) voraus und zeigt
die Stetigkeit des Flächenfunktionals.

(5.1.3) Satz (Nichtexistenz).
Seien a und α so gewählt, daß die Katenoide absoluter Minimerer des Flächenfunktionals
ist, dann gibt es keinen Minimierer von A in Wα(I).
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Beweis. Bezeichne f die minimierende Katenoide, dann gilt nach Proposition (5.1.1) und
Proposition (5.1.2) auch A(fε) → A(f) für ε ց 0 und (fε)0<ε≤ε0 ⊆ Wα(I), für ein klein
genug gewähltes ε0 > 0. Damit ist also

inf
Wα(I)

A ≤ A(f).

Wegen Wα(I) ⊂ C aus Bezeichnung (4.1.1) gilt

inf
Wα(I)

A = inf
C
A = A(f),

aber nach Satz (4.3.9), unter Beachtung von Wα(I) ⊂ C, kann ein potentieller Minimierer
in Wα(I) nur die Katenoide f , oder die Goldschmidt-Kurve sein. Da beide Kurven
nicht in Wα(I) liegen, die Goldschmidt-Kurve läßt sich nicht als Graph darstellen und
das Katenoid erfüllt nicht f ′(±a) = 0, folgt die Behauptung.

5.2 Nichtexistenz II

Wir wollen zunächst zeigen, daß falls die Goldschmidt-Kurve Minimierer vonA in C ist,
das Infimum von A über Wα(I) ebenfalls gleich dem Wert von A für die Goldschmidt-
Kurve ist. Dazu berechnen wir zuerst den Flächeninhalt für eine erste Approximation
der Goldschmidt-Kurve, die jedoch weder echt positiv ist, noch Null-Randwerte für die
Ableitungen besitzt.

(5.2.1) Lemma.
Für a > ε > 0 und α > 0 definieren wir

fε : [−a, a]→ R x 7→







0, x ∈ (−(a− ε), (a− ε)),
α
ε
(x− a+ ε), x ∈ [a− ε, a],

α
ε
(x+ α− ε), x ∈ [−a,−(a − ε)]

Dann gilt fε ∈ C0,1(Ī) ⊂W 1,2(I) und

A(fε) = α(ε2 + α2)1/2, also insbesondere lim
εց0
A(fε) = α2.

Beweis. Es ist klar, daß f ∈ C0,1(Ī). Weiter gilt

A(fε) = 2

∫

[a−ε,a]

α

ε
(x− a+ ε)

(

1 +
(α

ε

)2
)1/2

dx

= 2
α

ε

(

1 +
(α

ε

)2
)1/2 [

1

2
x2 − (a− ε)x

]a

a−ε

= 2
α

ε

(

1 +
(α

ε

)2
)1/2 [

1

2

(
a2 − (a− ε)2

)
− (a− ε) (a− (a− ε))

]

= 2
α

ε

(

1 +
(α

ε

)2
)1/2 [

1

2

(
2aε− ε2

)
− (a− ε)ε

]

= 2
α

ε

(

1 +
(α

ε

)2
)1/2 [

−1

2
ε2 + ε2

]

= α

(

1 +
(α

ε

)2
)1/2

ε = α
(
ε2 + α2

)1/2
.



36 KAPITEL 5. NICHTEXISTENZ VON MINIMIERERN VON A IN Wα(I)

Nun wollen wir die oben angesprochenen Makel von fε beheben, indem wir jedes fε durch
f ε

ε′ ∈Wα(I) approximieren.

(5.2.2) Lemma.
Für 0 < ε′ < ε < a definiere

f ε
ε′ : [−a, a]→ R, x 7→







ε′, x ∈ [0, (a− ε)),
p1(x), x ∈ [a− ε, a− ε+ ε′],
α
ε
(x− a + ε), x ∈ (a− ε+ ε′, a− ε′),

p2(x), x ∈ [a− ε′, a],
symmetrisch fortgesetzt auf [−a, 0),

wobei p1 = p1,ε und p2 = p2,ε gegeben sind durch die Hermite-Interpolationspolynome zu
den Daten

p1(a− ε) = ε′, p1(a− ε+ ε′) =
α

ε
ε′,

p′1(a− ε) = 0, p′1(a− ε+ ε′) =
α

ε
,

und

p2(a− ε′) = α− αε
′

ε
, p2(a) = α,

p′2(a− ε′) =
α

ε
, p′2(a) = 0.

Dann gilt f ε
ε′ ∈Wα(I) für ε klein genug und

f ε
ε′

W 1,2(I)−−−−→
ε′ց0

fε.

Beweis. Wir erhalten auf [a− ε, a− ε+ ε′] wie in Proposition (5.1.1)

f ε
ε′(x) = ε′ + 0 +

0− ε′−α
ε

ε′

−ε′

−ε′ (x− a+ ε)2 +

[
0 + α

ε

(−ε′)2

− 2
ε′(1− α

ε
)

(−ε′)3

]

(x− a+ ε)2(x− a + ε− ε′)

= ε′ + (x− a+ ε)2

[(α

ε
− 1
) 1

ε′
+
(

−α
ε

+ 2
) x− a+ ε− ε′

ε′2

]

> 0,

falls 0 < ε′ < ε < α
2

ist, und

(f ε
ε′)

′(x) =
α

ε

[

− 1

ε′2
(x− a+ ε)2 +

(
1

ε′
− 1

ε′2
(x− a + ε− ε′)

)

2(x− a+ ε)

]

+
2

ε′2
(x− a+ ε)2 +

(

− 1

ε′
+

2

ε′2
(x− a + ε− ε′)

)

2(x− a+ ε).
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Für p2, d.h. x ∈ [a− ε′, a] erhalten wir

f ε
ε′(x) =

(

α− ε′α
ε

)

+
α

ε
(x− a+ ε′) +

α
ε
− α−ε′ α

ε
−α

α−ε′−α

−ε′
︸ ︷︷ ︸

=0

(x− a+ ε′)2

+

[ α
ε

+ 0

(−ε′)2
− 2

α− α ε′

ε
− α

(−ε′)3

]

︸ ︷︷ ︸

=−α
ε

1
ε′2

(x− a + ε′)2(x− a)

= α

(

1− ε′

ε

)

+
α

ε
(x− a + ε′)
︸ ︷︷ ︸

>0

+

[

−α
ε

1

ε′2

]

︸ ︷︷ ︸
<0

(x− a+ ε′)2 (x− a)
︸ ︷︷ ︸

<0

> 0,

und für die Abeitung

(f ε
ε′)

′(x) =
α

ε
+

[

− α

ε

1

ε′2

][

2(x− a+ ε′)(x− a) + (x− a+ ε′)2

]

.

Für x ∈ [a− ε, a− ε+ ε′] gilt damit für die Differenz

|f ε
ε′(x)− fε(x)| =

∣
∣
∣
∣
ε′ +

α

ε

(
1

ε′
− 1

ε′2
(x− a+ ε− ε′)

)

(x− a + ε)2

+

(

− 1

ε′
+

2

ε′2
(x− a + ε− ε′)

)

(x− a+ ε)2 − α

ε
(x− a+ ε)

∣
∣
∣
∣

≤ ε′ +
α

ε

1

ε′
ε′2 +

α

ε

1

ε′2
ε′3 +

1

ε′
ε′2 +

2

ε′2
ε′3 +

α

ε
ε′

−−−→
ε′ց0

0.

Für x ∈ [a− ε′, a] ist

|f ε
ε′(x)− fε(x)|

=

∣
∣
∣
∣
α

(

1− ε′

ε

)

+
α

ε
(x− a + ε′) +

[

−α
ε

1

ε′2

]

(x− a+ ε′)2(x− a)− α

ε
(x− a + ε)

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣
α

(

−ε
′

ε
− x− a

ε

)∣
∣
∣
∣
+
α

ε
ε′ +

α

εε′2
ε′2ε′

≤ 2α
ε′

ε
+
α

ε
ε′ +

α

εε′2
ε′2ε′

≤ 4α
ε′

ε
−−−→
ε′ց0

0.

Auf den übrigen Teilintervallen von [0, a] gilt |f ε
ε′(x)− fε(x)| ≤ ε′, so daß

‖f ε
ε′ − fε‖L∞(I) −−−→

ε′ց0
0.
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Für x ∈ [a− ε, a− ε+ ε′] erhalten wir

|(f ε
ε′)

′(x)− f ′
ε(x)| =

∣
∣
∣
∣

α

ε

[

− 1

ε′2
(x− a+ ε)2 +

(
1

ε′
− 1

ε′2
(x− a+ ε− ε′)

)

2(x− a + ε)

]

+
2

ε′2
(x− a+ ε)2 +

(

− 1

ε′
+

2

ε′2
(x− a + ε− ε′)

)

2(x− a+ ε)− α

ε

∣
∣
∣
∣

≤ α

ε

[
1

ε′2
ε′2 +

(
1

ε′
+

1

ε′2
ε′
)

2ε′
]

+
2

ε′2
ε′2 +

(
1

ε′
+

2

ε′2
ε′
)

2ε′ +
α

ε

= 6
α

ε
+ 8.

Ebenso ergibt sich für x ∈ [a− ε′, a]

|(f ε
ε′)

′(x)− f ′
ε(x)|

=

∣
∣
∣
∣

α

ε
+

[

−α
ε

1

ε′2

]

(2(x− a+ ε′)(x− a) + (x− a+ ε′2)2)− α

ε

∣
∣
∣
∣

≤ α

ε

1

ε′2
3ε′2

≤ 3
α

ε
.

Auf den anderen Teilintervallen von [0, a] ist die Differenz gleich 0, so daß
∫

I

|(f ε
ε′)

′(x)− f ′
ε(x)|2 dx ≤ 4

∫

[a−ε,a−ε+ε′]

∣
∣f ε

ε′
′(x)− f ′

ε(x)
∣
∣
2

dx

≤ 4
(

6
α

ε
+ 8
)2

ε′

−−−→
ε′ց0

0.

Damit haben wir gezeigt

f ε
ε′

W 1,2(I)−−−−→
ε′ց0

fε.

Es ist f ε
ε′ > 0, falls ε klein genug ist, sagen wir ε ≤ ε0, und f ε

ε′ erfüllt die Randbedingungen
nach Konstruktion, so daß f ε

ε′ ∈Wα(I) für 0 < ε < ε0.

(5.2.3) Satz (Nichtexistenz).
Seien a und α so gewählt, daß die Goldschmidt-Kurve absoluter Minimerer des Flä-
chenfunktionals ist, dann gibt es keinen Minimierer von A in Wα(I).

Beweis. Nach den Lemmata (5.2.1) und (5.2.2) gelten für fε, f
ε
ε′ ∈W 1,2(I) die Bedingun-

gen f ε
ε′ ∈ Wα(I), falls ε klein genug, A(fε) → α2 für ε ց 0 und f ε

ε′ → fε in W 1,2(I) für
ε′ ց 0. Nach Lemma (5.1.2) ist A stetig auf W 1,2(I), so daß es nach Lemma (A.5.1) eine
Teilfolge (nk) (z.B. für die Wahl εn = 1/n) gibt mit A(fk

nk
)→ α2 für k →∞ Damit gilt

also, da f 1/k
1/n ∈Wα(I) für k(< n) groß genug

inf
Wα(I)

A ≤ α2.

Das Flächenfunktional ergibt, ausgewertet an der Goldschmidt-Kurve den Wert α2

(siehe Kapitel 4), so daß die Nichtexistenz genauso wie in Satz (5.1.3) folgt.
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A.5 Anhang zu Kapitel 5

(A.5.1) Lemma (Teilfolgen-Konvergenz Prinzip).
Sei (X, ‖·‖) ein normierter Vektorraum, F : X → R ein stetiges Funktional und (fk)k∈N ⊆
X eine Folge, so daß

F (fk) −−−→
k→∞

c

für ein c ∈ R. Seien (fk
n)n∈N ⊆ X weitere Folgen mit

fk
n

X−−−→
n→∞

fk,

dann existiert eine Teilfolge (nk)k∈N ⊆ N, so daß

F (fk
nk

) −−−→
k→∞

c.

Beweis. Es gilt

∀ε > 0∃N1
ε : |F (fk)− c| < ε∀k ≥ N1

ε und (5.3)

∀ε > 0∃N2
ε,k : ‖fk − fk

n‖X < ε∀n ≥ N2
ε,k und (5.4)

∀f∀ε > 0∃δε,f > 0 : |F (f)− F (g)| < ε∀‖f − g‖X < δε,f . (5.5)

Sei ε > 0, wähle

n1 := N2
δε/2,f1

,1,

nk := max{N2
δε/2,fk

,k, nk−1 + 1} für k ≥ 2,

dann gilt nk ≥ k und nk+1 > nk für alle k ∈ N und damit nach (5.4)

‖fk − fk
nk
‖X < δε/2,fk

(5.5)
==⇒ |F (fk)− F (fk

nk
)| < ε/2.

Insgesamt erhalten wir also

|F (fk
nk

)− c| ≤ |F (fk
nk

)− F (fk)|
︸ ︷︷ ︸

<ε/2

+ |F (fk)− c|
︸ ︷︷ ︸

<ε/2∀k≥N1
ε/2

<
ε

2
+
ε

2
= ε

für alle k ≥ N1
ε/2.
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Kapitel 6

Existenz und Regularität

In diesem Kapitel wollen wir das in der Einleitung (1.1) bereits angesprochene Nit-

sche-Funktional für Rotationsflächen genauer betrachten. Dabei wollen wir zunächst das
Funktional in eine für das weitere Vorgehen günstige Weise umschreiben, um dieses dann
auf Skalierungsverhalten zu überprüfen, die Stetigkeit in (W (I), ‖·‖W 2,2(I)) zu zeigen und
die Euler-Lagrange-Gleichung herzuleiten. Danach beweisen wir, daß es klassische Mi-
nimierer des Nitsche-Funktionals gibt, wenn wir gewisse Schranken an die Minimalfolge
voraussetzen können.

6.1 Umformulierung als eindimensionales Problem

Wir betrachten das Nitsche-Funktional

E(Σ) =

∫

Σ

(
a + b(H −H0)

2 − cK
)
dS.

Für eine Rotationsfläche Σ ⊂ R3 mit Profilkurve u ∈Wα,β(I) für ein beschränktes offenes
Intervall I := (−a, a), a > 0 und α > 0, β ∈ R ergibt sich

E(Σ) =: F(u) = 2π

∫

I

(
a + b(H(u)−H0)

2 − cK(u)
)
dS(u)

mit den Größen H,K und dS aus Abschnitt 3.1. Dabei ist
∫

I

(H −H0)
2 dS =

∫

I

(

− u′′

2(1 + u′2)3/2
+

1

2u(1 + u′2)1/2
−H0

)2

dS

=

∫

I

[

1

4

(

− u′′

(1 + u′2)3/2
+

1

u(1 + u′2)1/2

)2

− 2H0

(

− u′′

2(1 + u′2)3/2
+

1

2u(1 + u′2)1/2

)

+H2
0

]

u(1 + u′2)1/2 dx

=

∫

I

[
1

4
κ2

e dS − 1

2
κe dx+

1

4u(1 + u′2)1/2
dx

+H0κe dS −H0 dx+H2
0 dS

]

.

41
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und
∫

I

K dS =

∫

I

− u′′

u(1 + u′2)2
u(1 + u′2)1/2 dx = −

∫

I

u′′

(1 + u′2)3/2
dx = −

[
u′

(1 + u′2)1/2

]a

−a

= −
∫

I

κe(u) dx.

Damit ergibt sich also

F(u) = 2π

∫

I

[

a dS +
b

4
κ2

e dS − b

2
κe dx+

b

4u(1 + u′2)1/2
dx+ bH0κe dS

− bH0 dx+ bH2
0 dS + cκe dx

]

= 2π

∫

I

[

a dS +
b

4

1

u(1 + u′2)1/2
dx+

b

4
(κ2

e + 4H0κe + 4H2
0 ) dS

]

+ 2π

∫

I

(

c− b

2

)

κe dx− 2π

∫

I

bH0 dx.

Für b 6= 0 setzen wir

C := C(b, c, H0, a, β) :=
4

b

(∫

I

(

c− b

2

)

κe dx−
∫

I

bH0 dx

)

=
4

b

((

c− b

2

)[
u′

(1 + u′2)1/2

]a

−a

− 2abH0

)

=
(

4
c

b
− 2
) 2β

(1 + β2)1/2
− 8aH0.

(6.1)

und erhalten damit

F(u) = 2π

∫

I

[

a dS +
b

4

1

u(1 + u′2)1/2
dx+

b

4

(
κ2

e + 4H0κe + 4H2
0

)
dS

]

+ 2π
b

4
C

= 2π
b

4

(∫

I

[

4
a

b
dS +

1

u(1 + u′2)1/2
dx+ (κe + 2H0)

2 dS

]

+ C

)

=
πb

2

(∫

I

[

4
a

b
dS +

1

u(1 + u′2)1/2
dx+ (κe + 2H0)

2 dS

]

+ C

)

.

Die Konstante C hängt nur von den Parametern und den Randwerten der Ableitung
ab, welche in den hier betrachteten Klassen zulässiger Funktionen fixiert sind. Für die
Existenz von Minimierern und die Euler-Lagrange-Gleichung reicht es also im Fall
b 6= 0 folgendes Funktional für einen Parameter γ := 4a

b
> 0 zu betrachten

Fa,α,β
γ,H0

:Wα,β(I)→ R,

u 7→
∫

I

[(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

dx+
(
κe(u) + 2H0

)2
dS

]

.

(6.2)
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6.2 Skalierungsverhalten des Nitsche-Funktionals

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich das Nitsche-Funktional unter Skalierung
der Funktion verhält.

(6.2.1) Lemma (Skalierungseigenschaft).
Seien a, α > 0 und γ ≥ 0, sowie β,H0 ∈ R gegeben. Für r > 0 setzen wir

ar :=
a

r
, αr :=

α

r
, γr := γr2 und H0,r := H0r.

Dann gibt es zu jedem u ∈Wα,β((−a, a)) ein ur ∈Wαr ,β((−ar, ar)), nämlich

ur :
[

−a
r
,
a

r

]

→ R, x 7→ 1

r
u(rx),

so daß gilt

Fa,α,β
γ,H0

(u) = Far,αr ,β
γr,H0,r

(ur).

Beweis. Es gilt ur ∈ Wαr ,β((−ar, ar)) und wir erhalten u′r(x) = u′(rx) und u′′r(x) =
ru′′(rx). Für die Euklidische Krümmung ergibt sich

κe(ur)(x) =
u′′r(x)

(1 + u′r(x)
2)3/2

=
ru′′(rx)

(1 + u′(rx)2)3/2

= rκe(u)(rx),

und damit

Far,αr ,β
γr,H0,r

(ur) =

∫

(− a
r
, a
r
)

[(

γr21

r
u(rx)(1 + u′(rx)2)1/2 +

r

u(rx)(1 + u′(rx)2)1/2

)

+(rκe(u)(rx) + 2H0r)
21

r
u(rx)(1 + u′(rx)2)1/2

]

dx

=

∫

(− a
r
, a
r
)

[(

γru(rx)(1 + u′(rx)2)1/2 + r
1

u(rx)(1 + u′(rx)2)1/2

)

+r(κe(u)(rx) + 2H0)
2u(rx)(1 + u′(rx)2)1/2

]

dx

y=rx
=

∫

(−a,a)

r

[(

γu(y)(1 + u′(y)2)1/2 +
1

u(y)(1 + u′(y)2)1/2

)

+(κe(u)(y) + 2H0)
2u(y)(1 + u′(y)2)1/2

]

1

r
dy

= Fa,α,β
γ,H0

(u)

(6.2.2) Lemma (Wα,β(I) nichtleer).
Für a, α > 0 und β ∈ R gilt

Wα,β(I) 6= ∅.
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Beweis. Für β ≤ 0 und β > 0, so daß α− βa/2 > 0 gilt, ist

p(x) :=
β

2a
x2 + α− β

2
a ∈Wα,β(I),

denn die Randwerte und Symmetrie sind erfüllt, und im Falle β ≤ 0 gilt p ≥ p(a) = α,
falls β > 0 und α− βa/2 > 0 ist

p ≥ p(0) = α− β

2
a > 0.

Für β > 0 mit α− βa/2 ≤ 0 setze x0 := a− α/β, dann gilt

α− βa/2 ≤ 0 ⇔ 0 ≤ a

2
− α

β
< a− α

β
= x0 < a.

Nun definieren wir

p(x) :=

{α

2
, x ∈ [−x0, x0]

β2

2α
(|x| − x0)

2 + α
2
, sonst.

Dann sind die Randwerte und Symmetrie ebenfalls erfüllt. Weiter gilt wegen β > 0 auch
p ≥ α/2 und damit p ∈Wα,β(I).

(6.2.3) Korollar (Optimale Energien und Skalierung).
Für a, α > 0, γ ≥ 0, β,H0 ∈ R und alle r > 0 gilt

inf
Wα,β((−a,a))

Fa,α,β
γ,H0

= inf
Wαr,β((−ar ,ar))

Far ,αr ,β
γr ,H0,r

,

wobei die Größen mit r als Index im vorigen Lemma (6.2.1) definiert sind.
Existiert ein Minimierer u ∈ Wα,β((−a, a)) von Fa,α,β

γ,H0
, so ist für alle r > 0 die skalierte

Funktion ur ein Minimierer von Far ,αr,β
γr ,H0,r

und die optimalen Energien sind gleichgroß.

Beweis. Die Klassen Wα,β(I) sind nach Lemma (6.2.2) stets nichtleer. Nach Lemma
(6.2.1) gibt es zu einer Minimalfolge (uk)k∈N ⊂ Wα,β((−a, a)) eine Folge (ur,k)k∈N ⊂
Wα

r
,β((−a

r
, a

r
)), mit Fa,α,β

γ,H0
(uk) = Far ,αr ,β

γr ,H0,r
(ur,k) und vice versa. Daher gilt

inf
Wα,β((−a,a))

Fa,α,β
γ,H0

(u) = inf
W α

r ,β((− a
r
, a
r
))
Far ,αr,β

γr ,H0,r
.

Sei u der Minimierer von Fa,α,β
γ,H0

(u), dann gilt

Fa,α,β
γ,H0

(u) = Far ,αr,β
γr ,H0,r

(ur) = inf
Wα,β((−a,a))

Fa,α,β
γ,H0

(u) = inf
W α

r ,β((− a
r
, a
r
))
Far,αr ,β

γr,H0,r

so daß ur ein Minimierer von Far ,αr,β
γr,H0,r

ist.
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6.3 Stetigkeit des Nitsche-Funktionals

In diesem Abschnitt zeigen wir die Stetigkeit des Nitsche-Funktionals.

(6.3.1) Proposition (Stetigkeit des Nitsche-Funktionals).
Sei a > 0, dann ist das Funktional

Fa
γ,H0

:W (I)→ R,

u 7→
∫

I

[(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

dx+
(
κe(u) + 2H0

)2
dS
]

+ϑ
u′(a)

(1 + u′(a)2)1/2
− 8aH0

stetig bezüglich ‖·‖W 2,2(I) für alle γ ≥ 0 und ϑ,H0 ∈ R.

Beweis. Seien (un)n∈N ⊂ W (I) und u ∈ W (I) mit un → u in W 2,2(I). Aufgrund der
stetigen Einbettung W 2,2(I) →֒ C1,1/2(Ī) [GT, Theorem 7.26, S.171] gilt also auch un → u
in C1(Ī). Falls also 0 < ε ≤ 1/2 minu ist gibt es ein N = N(ε) und ein c > 0, so daß für
alle n ≥ N gilt

un ≥
1

2
min u ⇒ 2

(min u)2
≥ 1

uun

⇒ c ≥
∥
∥
∥
∥

1

uun

∥
∥
∥
∥

L∞(I)

.

Nun betrachten wir die einzelnen Summanden des Funktionals, beachte dabei die Bino-

mische-Formel

A1/2 − B1/2 =
A−B

A1/2 +B1/2
für A,B > 0. (6.3)

(i) Es gilt
∣
∣
∣
∣

∫

I

u(1 + u′2)1/2 dx−
∫

I

un(1 + u′2n )1/2 dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

I

∣
∣u(1 + u′2)1/2 − un(1 + u′2)1/2 + un(1 + u′2)1/2 − un(1 + u′2n )1/2

∣
∣ dx

≤
∫

I

∣
∣(u− un)(1 + u′2)1/2

∣
∣ dx+

∫

I

∣
∣un[(1 + u′2)1/2 − (1 + u′2n )1/2]

∣
∣ dx

(6.3)

≤ ‖u− un‖L2(I)

∥
∥(1 + u′2)1/2

∥
∥

L2(I)
︸ ︷︷ ︸

≤(|I|+‖u′‖2
L2(I)

)1/2

+ ‖un‖L∞(I)
︸ ︷︷ ︸

O.E.≤2‖u‖L∞(I)

∫

I

∣
∣u′2 − u′2n

∣
∣

1

(1 + u′2)1/2 + (1 + u′2n )1/2

︸ ︷︷ ︸

≤1/2

dx

≤ ‖u− un‖L2(I)

(

|I|+ ‖u′‖2L2(I)

)1/2

+ ‖u‖L∞

∫

I

|u′ − u′n| |u′ + u′n| dx

≤ ‖u− un‖L2(I)

(

|I|+ ‖u′‖2L2(I)

)1/2

+ ‖u‖L∞(I) ‖u′ − u′n‖L2(I) ‖u′ + u′n‖L2(I)
︸ ︷︷ ︸

O.E.≤3‖u′‖L2(I)

≤ ‖u− un‖L2(I)

(

|I|+ ‖u′‖2L2(I)

)1/2

+ 3 ‖u‖L∞(I) ‖u′‖L2(I) ‖u′ − u′n‖L2(I)

n→∞−−−→ 0.

(6.4)
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(ii) Ebenso gilt nach Punkt (i)
∣
∣
∣
∣

∫

I

1

u(1 + u′2)1/2
dx−

∫

I

1

un(1 + u′2n )1/2
dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

I

1

uun
︸︷︷︸
s.o. ≤c

1

(1 + u′2)1/2(1 + u′2n )1/2

︸ ︷︷ ︸
≤1

∣
∣un(1 + u′2n )1/2 − u(1 + u′2)1/2

∣
∣ dx

≤ c

∫

I

∣
∣un(1 + u′2n )1/2 − u(1 + u′2)1/2

∣
∣ dx

n→∞−−−→ 0.

(iii) Weiterhin ist
∣
∣
∣
∣

∫

I

u′′2u

(1 + u′2)5/2
dx−

∫

I

u′′2n un

(1 + u′2n )5/2
dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

I

1

(1 + u′2)5/2(1 + u′2n )5/2

∣
∣u′′2u(1 + u′2n )5/2 − u′′2n un(1 + u′2)5/2

∣
∣ dx

≤
∫

I

1

(1 + u′2)5/2(1 + u′2n )5/2

∣
∣u′′2u(1 + u′2n )5/2 − u′′2u(1 + u′2)5/2

∣
∣ dx

+

∫

I

1

(1 + u′2n )5/2

︸ ︷︷ ︸
≤1

∣
∣u′′2u− u′′2un

∣
∣ dx+

∫

I

1

(1 + u′2n )5/2

︸ ︷︷ ︸
≤1

∣
∣u′′2un − u′′2n un

∣
∣ dx.

Nun betrachten wir die einzelnen Summanden
∫

I

1

(1 + u′2)5/2(1 + u′2n )5/2

∣
∣u′′2u(1 + u′2n )5/2 − u′′2u(1 + u′2)5/2

∣
∣ dx

≤ ‖u‖L∞(I)

∫

I

∣
∣u′′2

∣
∣

1

(1 + u′2)5/2(1 + u′2n )5/2

[∣
∣(1 + u′2n )5/2 − (1 + u′2n )3/2(1 + u′2)

∣
∣

+
∣
∣(1 + u′2n )3/2(1 + u′2)− (1 + u′2n )(1 + u′2)3/2

∣
∣+
∣
∣(1 + u′2n )(1 + u′2)3/2 − (1 + u′2)5/2

∣
∣
]

dx

≤ ‖u‖L∞(I)

∫

I

∣
∣u′′2

∣
∣
[∣
∣(1 + u′2n )− (1 + u′2)

∣
∣+
∣
∣(1 + u′2n )1/2 − (1 + u′2)1/2

∣
∣

+
∣
∣(1 + u′2n )− (1 + u′2)

∣
∣
]

dx
(6.3)

≤ ‖u‖L∞(I)

∫

I

∣
∣u′′2

∣
∣

[

2
∣
∣u′2n − u′2

∣
∣+

1

(1 + u′2n )1/2(1 + u′2)1/2

︸ ︷︷ ︸
≤1

∣
∣u′2n − u′2

∣
∣

]

dx

≤ ‖u‖L∞(I)

∫

I

3
∣
∣u′′2

∣
∣
∣
∣u′2n − u′2

∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=|u′
n+u′||u′

n−u′|

dx

≤ 3 ‖u‖L∞(I) ‖u′n + u′‖L∞(I)
︸ ︷︷ ︸

O.E. ≤3‖u′‖L∞(I)

‖u′n − u′‖L∞(I) ‖u′′‖
2
L2(I)

n→∞−−−→ 0,

sowie
∫

I

∣
∣u′′2u− u′′2un

∣
∣ dx ≤ ‖u− un‖L∞(I)

∫

I

u′′2 dx
n→∞−−−→ 0
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und
∫

I

∣
∣u′′2un − u′′2n un

∣
∣ dx ≤ ‖un‖L∞(I)

︸ ︷︷ ︸

O.E. ≤2‖u‖L∞(I)

∫

I

∣
∣u′′2 − u′′2n

∣
∣

︸ ︷︷ ︸

|u′′+u′′
n||u′′−u′′

n|

dx

≤ 2 ‖u‖L∞(I) ‖u′′ + u′′n‖L2
︸ ︷︷ ︸

O.E. ≤3‖u′′‖L2(I)

‖u′′ − u′′n‖L2(I)

n→∞−−−→ 0.

(iv) Weiterhin gilt
∣
∣
∣
∣

∫

I

u′′u

1 + u′2
−
∫

I

u′′nun

1 + u′2n

∣
∣
∣
∣

dx

≤
∫

I

|u′′u|
∣
∣
∣
∣

1

1 + u′2
− 1

1 + u′2n

∣
∣
∣
∣

dx+

∫

I

1

1 + u′2n
︸ ︷︷ ︸

≤1

|u′′u− u′′un| dx

+

∫

I

1

1 + u′2n
︸ ︷︷ ︸

≤1

|u′′un − u′′nun| dx

≤ ‖u‖L∞(I)

∫

I

|u′′| 1

(1 + u′2)(1 + u′2n )
︸ ︷︷ ︸

≤1

∣
∣u′2n − u′2

∣
∣ dx+ ‖u′′‖L2(I) ‖u− un‖L2(I)

+ ‖un‖L2(I) ‖u′′ − u′′n‖L2(I)

≤ ‖u‖L∞(I) ‖u′n − u′‖L∞(I) ‖u′n + u′‖L∞(I) |I|
1/2 ‖u′′‖L2(I) + ‖u′′‖L2(I) ‖u− un‖L2(I)

+ 2 ‖u‖L2(I) ‖u′′ − u′′n‖L2(I)

≤ 3 |I|1/2 ‖u‖L∞(I) ‖u′‖L∞(I) ‖u′n − u′‖L∞(I) ‖u′′‖L2(I) + ‖u′′‖L2(I) ‖u− un‖L2(I)

+ 2 ‖u‖L2(I) ‖u′′ − u′′n‖L2(I)

n→∞−−−→ 0.

(v) Für u′(a) = β und u′n(a) = βn gilt aufgrund der Einbettung von W 2,2(I) in C1(Ī)
für ein c > 0 die Ungleichung

|β − βn| ≤ ‖u− un‖C1(Ī) ≤ c‖u− un‖W 2,2(I)

n→∞−−−→ 0.

Die Abbildung f : x 7→ x/(1 + x2)1/2 ist stetig, so daß

|f(β)− f(βn)| n→∞−−−→ 0.

Damit ist auch der letzte Summand des Funktionals stetig.

(6.3.2) Korollar (Stetigkeit von Fa,α,β
γ,H0

).
Für α > 0, γ ≥ 0 und β,H0 ∈ R sind die Funktionale

Fa,α,β
γ,H0

: Wα,β(I)→ R

aus (6.2) stetig.

Beweis. Siehe Proposition (6.3.1) für ϑ = 0, mit Wα,β(I) ⊂W (I).
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6.4 Etwas Approximationstheorie

Um einige Dichtheitsbeziehungen zeigen zu können, müssen wir uns zunächst etwas mit
Approximationstheorie beschäftigen.

Wir bezeichnen mit P die Menge der Polynomfunktionen von R → R und mit PN die
Polynomfunktionen vom Grad höchstens N . Unter leichtem Mißbrauch der Bezeichnung
und Notation wollen wir auch von Polynomen anstatt Polynomfunktionen sprechen, und
auch für Intervalle I für Restriktionen p = P |I von Polynomen P ∈ P die Schreibweise
p ∈ P benutzen.

(6.4.1) Proposition (Hermite-Interpolation).
Gegeben seien n + 1 paarweise verschiedene Punkte (xj)n

j=0 ⊂ R und beliebige natürliche

Zahlen (αj)n
j=0 ⊂ N, sowie zu j = 0, . . . , n reelle Zahlen (y

(ν)
j )

αj−1
ν=0 ⊂ R. Dann ist die

eindeutige Lösung der Hermite-Interpolations-Aufgabe

pN ∈ PN , N :=

(
n∑

j=0

αj

)

− 1 mit

p
(sj)
N (xj) = y

(sj)
j , j = 0, . . . , n, sj = 0, . . . , αj − 1

gegeben durch

pN(x) :=

n∑

k=0

αk−1∑

µ=0

y
(µ)
k lk,µ(x) mit

lk,µ(x) := ωk(x)
1

µ!

αk−1∑

ν=µ

(x− xk)
ν 1

(ν − µ)!

[
1

ωk(x)

](ν−µ)

x=xk

und

ωk(x) :=
n∏

ν=0, und ν 6=k

(x− xν)
αν .

Beweis. Einschlägige Literatur zur Numerischen Analysis oder Approximationstheorie.

(6.4.2) Lemma (Polynome dicht in W k,p(I), 1 ≤ p <∞).
Seien I ein beschränktes Intervall, k ∈ N0 und 1 ≤ p <∞, dann ist P dicht in W k,p(I).

Beweis. Sei ε > 0 und f ∈ W k,p(I). Nach dem Satz über die globale Approximation von
Sobolev-Funktionen [Ev2, 5.3.3 Theorem 3, S.252] gibt es ein g ∈ C∞(Ī) mit

‖f − g‖W k,p(I) ≤
ε

2
.

Nach dem Approximationssatz von Weierstraß [D, Theorem 6.3.2, S.113] gibt es zu
jedem m ∈ N0, insbesondere also m = k, ein Polynom P = P(m) ∈ P, so daß

‖g − P‖Cm(Ī) <
εp

2p(k + 1)|I|
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und damit

‖g − P(k)‖W k,p(I) =

(
k∑

i=0

‖g(i) − P (i)
(k)‖

p
Lp(I)

)1/p

≤ (k + 1)1/p|I|1/p‖g − P(k)‖1/p

Ck(Ī)
≤ ε

2
.

Die Behauptung folgt also aus

‖f − P(k)‖W k,p(I) ≤ ‖f − g‖W k,p(I) + ‖g − P(k)‖W k,p(I) ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

(6.4.3) Lemma (Approximation von Wα,β(I)-Funktionen).
Seien a, α > 0, β ∈ R dann ist

Sα,β := {u ∈Wα,β(I) | u|[0,a] ∈ P}
dicht in (Wα,β(I), ‖·‖W 2,2(I)).

Beweis. Sei f ∈ Wα,β(I) dann gilt für die Einschränkung von f auf I ′ := [0, a] (wieder
mit f bezeichnet) f ∈ W 2,2(I ′). Zu beliebigem δ > 0 existiert nach Lemma (6.4.2) ein
Polynom p1 mit

‖f − p1‖W 2,2(I′) ≤ δ,

und aufgrund der stetigen Einbettung in C1(Ī ′) gilt auch für eine Konstante C > 0 die
Ungleichung

‖f − p1‖C1(Ī′) ≤ C‖f − p1‖W 2,2(I′) ≤ Cδ.

Nun definieren wir p2 als das Hermite-Interpolationspolynom zu den Daten

p2(0) = f(0)− p1(0), p′2(0) = f ′(0)− p′1(0),

p2(a) = f(a)− p1(a), p′2(a) = f ′(a)− p′1(a),
dann gelten für das Polynom p = p1 + p2 die Randbedingungen

p(0) = f(0), p(a) = f(a), p′(0) = f ′(0) und p′(a) = f ′(a).

Für eine Konstante c > 0 und x0 = 0, x1 = a gilt

‖p2‖W 2,2(I′) ≤ c ‖p2‖C2(Ī′)

≤ c

∥
∥
∥
∥
∥

1∑

k=0

1∑

µ=0

(

f (µ)(xk)− p(µ)
1 (xk)

)

lk,µ

∥
∥
∥
∥
∥

C2(Ī′)

≤ c

1∑

k=0

1∑

µ=0

∥
∥
∥

(

f (µ)(xk)− p(µ)
1 (xk)

)

lk,µ

∥
∥
∥

C2(Ī′)

≤ c

1∑

k=0

1∑

µ=0

∣
∣
∣f (µ)(xk)− p(µ)

1 (xk)
∣
∣
∣ ‖lk,µ‖C2(Ī′)

≤ c

1∑

k=0

1∑

µ=0

‖f − p1‖C1(Ī′)
︸ ︷︷ ︸

≤Cδ

‖lk,µ‖C2(Ī′)

< Cδ c
1∑

k=0

1∑

µ=0

‖lk,µ‖C2(Ī′)

︸ ︷︷ ︸
:=M

.
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Da M insbesondere nicht von p1 (d.h. auch nicht von δ) abhängt, erhalten wir für beliebige
ε > 0 und die Wahl δ := ε/(1 + cCM)

‖f − p‖W 2,2(I′) = ‖f − p1 − p2‖W 2,2(I′)

≤ ‖f − p1‖W 2,2(I′) + ‖p2‖W 2,2(I′)

≤ δ + cCMδ = ε.

Nun setzen wir das Polynom p symmetrisch zu einer Spline-Funktion, ebenfalls bezeichnet
mit p, auf I fort. Nach Konstruktion ist p symmetrisch und falls ε klein genug ist, gilt
wegen f > 0 und der Nähe in der C1(Ī)-Topologie ebenfalls p > 0. Da die Randwerte mit
denen von f übereinstimmen, gilt also p ∈Wα,β(I).

Später benötigen wir noch die folgende Aussage.

(6.4.4) Satz (C∞
0 (I) dicht in Lp(I) für 1 ≤ p <∞).

Für ein beschränktes offenes Intervall I = (a, b) ⊂ R und 1 ≤ p < ∞ ist C∞
0 (I) eine

dichte Teilmenge von Lp(I).

Beweis. Wir verweisen hier auf [vdM, Proposition 2.4 (ii), S.38].

6.5 Stückweise polynomiale Minimalfolge

Nun wollen wir zeigen, daß es ausreicht, stückweise polynomiale Minimalfolgen zu be-
trachten.

(6.5.1) Lemma (Minimalfolge in dichter Teilmenge).
Seien (X, ‖·‖) ein normierter Raum, ∅ 6= M ⊆ X und D ⊆ M eine dichte Teilmenge
sowie F : M → R ein nach unten beschränktes stetiges Funktional, dann gibt es eine
Minimalfolge für F in D, d.h. es existiert eine Folge (yk)k∈N ⊂ D mit

lim
k→∞

F (yk) = inf
M
F.

Beweis. Da F nach unten beschränkt ist, M 6= ∅ und R Dedekind-vollständig ist, exi-
stiert infM F ∈ R. Seien (xk)k∈N ⊂ M eine Minimalfolge für F und ε > 0. Wähle δk > 0,
so daß |F (xk)− F (y)| ≤ ε/2 für alle y ∈ M mit ‖xk − y‖ < δk, dies ist möglich wegen
der Stetigkeit von F . Nun gibt es ein yk ∈ D mit ‖xk − yk‖ < δk. Sei N = N(ε), so daß
|infM F − F (xk)| ≤ ε/2 für alle k ≥ N . Für k ≥ N gilt dann

∣
∣
∣inf

M
F − F (yk)

∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣inf

M
F − F (xk)

∣
∣
∣+ |F (xk)− F (yk)| ≤

ε

2
+
ε

2
= ε.

Damit ist (yk)k∈N ⊂ D eine Minimalfolge für F in D.

(6.5.2) Proposition (Einschränkung auf stückweise polynomiale Minimalfolge).
Seien a, α > 0, γ ≥ 0 und β,H0 ∈ R, dann können wir eine Minimalfolge für

Fa,α,β
γ,H0

: Wα,β(I)→ R oder

Fa,α,β
γ,H0

: Nα,β(Ī)→ R

ohne Einschränkung in Sα,β ⊂ Nα,β(Ī) aus Lemma (6.4.3) wählen.

Beweis. Nach Proposition (6.3.1) sind beide Funktionale stetig bezüglich ‖·‖W 2,2(I) und
nach Korollar (6.4.3) ist Sα,β dicht in Wα,β(I) (und damit aufgrund der Teilmengenbe-
ziehung auch in Nα,β(Ī)) bezüglich ‖·‖W 2,2(I), so daß die Behauptung direkt aus Lemma
(6.5.1) folgt.
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6.6 Die Euler-Lagrange-Gleichung

In diesem Abschnitt leiten wir die Euler-Lagrange-Gleichung von Fa,α,β
γ,H0

her.

(6.6.1) Lemma (Euler-Lagrange-Gleichung).
Sei u ∈ C4(I), so daß

d
dt

∣
∣
∣
t=0
Fa,α,β

γ,H0
(u+ tϕ) = 0 für alle ϕ ∈ C∞

0 (I).

Dann erfüllt u auf (−a, a) die folgende Euler-Lagrange-Gleichung

κh(u)
3 1

u2
− 2κh(u)

1

u2
+ 2

1

u(1 + u′2)1/2

d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

+ (4H2
0 + γ)

(
2

(1 + u′2)1/2
− κh(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2
= 0.

Beweis.

(i) Für ϕ ∈ C∞
0 (I) gilt

d
dt

∣
∣
∣
t=0
κh(u+ tϕ)

L.(3.5.2)
=

d
dt

∣
∣
∣
t=0

[

−(u+ tϕ)2

(u+ tϕ)′
d
dx

(
1

(u+ tϕ)(1 + (u+ tϕ)′2)1/2

)]

= − 2uϕ

u′
d
dx

(
1

u(1 + u′2)1/2

)

+
u2ϕ′

u′2
d
dx

(
1

u(1 + u′2)1/2

)

+
u2

u′
d
dx

(
ϕ

u2(1 + u′2)1/2

)

+
u2

u′
d
dx

(
u′ϕ′

u(1 + u′2)3/2

)

= 2
ϕ

u
κh(u)−

ϕ′

u′
κh(u)−

ϕ

u
κh(u) +

u

u′(1 + u′2)1/2

(ϕ

u

)′
− u′ϕ′

1 + u′2
κh(u)

+
u

u′(1 + u′2)1/2

(
u′ϕ′

1 + u′2

)′

=

(
ϕ

u
− ϕ′

u′
− u′ϕ′

1 + u′2

)

κh(u) +
u

u′(1 + u′2)1/2

(
ϕ′

u
− ϕu′

u2

)

+
u

u′(1 + u′2)1/2

(
u′′ϕ′

1 + u′2
+

u′ϕ′′

1 + u′2
+ (−2)

u′2ϕ′u′′

(1 + u′2)2

)

.

(6.5)
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Nun betrachten wir die Klammer im letzten Summanden genauer

(
u′′ϕ′

1 + u′2
+

u′ϕ′′

1 + u′2
+ (−2)

u′2ϕ′u′′

(1 + u′2)2

)

=
u′ϕ′′

1 + u′2
− u′′ϕ′

1 + u′2
+ 2

u′′ϕ′ + u′2ϕ′u′′ − u′2ϕ′u′′

(1 + u′2)2

=
u′ϕ′′

1 + u′2
− u′′ϕ′

1 + u′2
+ 2

u′′ϕ′

(1 + u′2)2

=
u′ϕ′′

1 + u′2
+ ϕ′(1 + u′2)1/2

(

−κh(u)

u
+

1

u(1 + u′2)1/2

)

− 2ϕ′ 1

(1 + u′2)1/2

(

−κh(u)

u
+

1

u(1 + u′2)1/2

)

︸ ︷︷ ︸

=− u′′

(1+u′2)3/2

=
u′ϕ′′

1 + u′2
+

(

−κh(u)

u

)

ϕ′
[

(1 + u′2)1/2 − 2
1

(1 + u′2)1/2

]

+
ϕ′

u
− 2

ϕ′

u(1 + u′2)
.

Damit ergibt sich dann

(6.5) =

(
ϕ

u
− ϕ′

u′
− u′ϕ′

1 + u′2

)

κh(u)−
ϕ

u(1 + u′2)1/2

+
u

u′(1 + u′2)1/2

(
ϕ′

u
+

u′ϕ′′

1 + u′2
+
ϕ′

u
− 2

ϕ′

u(1 + u′2)

)

+
u

u′(1 + u′2)1/2
ϕ′
(

−κh(u)

u

)[

(1 + u′2)1/2 − 2
1

(1 + u′2)1/2

]

=

(
ϕ

u
− ϕ′

u′
− u′ϕ′

1 + u′2
− ϕ′

u′
+ 2

ϕ′

u′(1 + u′2)

)

κh(u)−
ϕ

u(1 + u′2)1/2

+
u

u′(1 + u′2)1/2

(
2ϕ′

u
︸︷︷︸

= 2ϕ′+2ϕ′u′2

u(1+u′2)

+
uu′ϕ′′ − 2ϕ′

u(1 + u′2)

)

=

(
ϕ

u
− 2

ϕ′

u′
+ 2

ϕ′

u′(1 + u′2)
− u′ϕ′

1 + u′2

)

κh(u)−
ϕ

u(1 + u′2)1/2

+
uϕ′′ + 2ϕ′u′

(1 + u′2)3/2

=

(
ϕ

u
+
−2ϕ′ − 2ϕ′u′2 + 2ϕ′ − u′2ϕ′

u′(1 + u′2)

)

κh(u)−
ϕ

u(1 + u′2)1/2

+
uϕ′′ + 2ϕ′u′

(1 + u′2)3/2

=

(
ϕ

u
− 3ϕ′u′

(1 + u′2)

)

κh(u)−
ϕ

u(1 + u′2)1/2
+
uϕ′′ + 2ϕ′u′

(1 + u′2)3/2
.
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(ii) Für ein u ∈ C4(I) wie in der Behauptung gilt also

d
dt

∣
∣
∣
t=0

∫

I

κh(u+ tϕ)2 (1 + (u′ + tϕ′)2)
1/2

u+ tϕ
dx

=

∫

I

2κh(u)

[(
ϕ

u
− 3ϕ′u′

(1 + u′2)

)

κh(u)−
ϕ

u(1 + u′2)1/2
+
uϕ′′ + 2ϕ′u′

(1 + u′2)3/2

]
(1 + u′2)1/2

u
dx

+

∫

I

κh(u)
2

(
u′ϕ′

u(1 + u′2)1/2
− (1 + u′2)1/2ϕ

u2

)

dx

=

∫

I

[

2κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − 6κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2
− 2κh(u)

ϕ

u2

+2κh(u)
ϕ′′

1 + u′2
+ 4κh(u)

ϕ′u′

u(1 + u′2)
+ κh(u)

2 u′ϕ′

u(1 + u′2)1/2
− κh(u)

2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2

]

dx

=

∫

I

[

κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − 5κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2

−2κh(u)
ϕ

u2
+ 2κh(u)

ϕ′′

1 + u′2
+ 4κh(u)

ϕ′u′

u(1 + u′2)

]

dx.

(6.6)

Nun führen wir folgende partielle Integration durch
∫

I

κh(u)
1

1 + u′2
ϕ′′ dx

= −
∫

I

κh(u)
′ 1

1 + u′2
ϕ′ dx+

∫

I

κh(u)
2u′u′′

(1 + u′2)2
ϕ′ dx+

[

κh(u)
1

1 + u′2
ϕ

]a

−a
︸ ︷︷ ︸

=0

und erhalten

(6.6) =

∫

I

[

κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − 5κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2

− 2κh(u)
ϕ

u2
− 2κh(u)

′ 1

1 + u′2
ϕ′ + 4κh(u)

u′u′′

(1 + u′2)2

︸ ︷︷ ︸

= u′

u(1+u′2)1/2

„

κh(u)− 1

(1+u′2)1/2

«

ϕ′ + 4κh(u)
ϕ′u′

u(1 + u′2)

]

dx

=

∫

I

[

κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2
− 2κh(u)

ϕ

u2
− 2κh(u)

′ 1

1 + u′2
ϕ′
]

dx.

(6.7)

Nach einer weiteren partiellen Integration

−
∫

I

κh(u)
2u′

1

u(1 + u′2)1/2
ϕ′ dx

=

∫

I

[

2κh(u)κh(u)
′ u′

u(1 + u′2)1/2
ϕ+ κh(u)

2u′′
ϕ

u(1 + u′2)1/2

+ κh(u)
2 u′
(

1

u(1 + u′2)1/2

)′

︸ ︷︷ ︸

=u′

„

− u′

u2(1+u′2)1/2
− u′u′′

u(1+u′2)3/2

«

ϕ

]

dx+ Randterme
︸ ︷︷ ︸

=0
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ergibt sich

(6.7) =

∫

I

[

κh(u)
2ϕ

(
(1 + u′2)1/2

u2
+

u′′

u(1 + u′2)1/2
− u′2

u2(1 + u′2)1/2
− u′2u′′

u(1 + u′2)3/2

)

+2κh(u)κh(u)
′ u′

u(1 + u′2)1/2
ϕ− 2κh(u)

ϕ

u2
− 2ϕ′ u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′ 1

u(1 + u′2)1/2

]

dx.

(6.8)

Eine letzte partielle Integration

−
∫

I

u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′ 1

u(1 + u′2)1/2
ϕ′ dx

=

∫

I

[
d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

1

u(1 + u′2)1/2
ϕ

+
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
(

− u′

u2(1 + u′2)1/2
− u′u′′

u(1 + u′2)3/2

)

︸ ︷︷ ︸

=κh(u)′ u′

(1+u′2)1/2
1
u

(

− 1

(1 + u′2)1/2
− uu′′

(1 + u′2)3/2

)

︸ ︷︷ ︸
=−κh(u)

ϕ

]

dx+ Randterme
︸ ︷︷ ︸

=0

liefert

(6.8) =

∫

I

[

κh(u)
2ϕ

1

u2

(

(1 + u′2)1/2 +
uu′′

(1 + u′2)1/2
− u′2

(1 + u′2)1/2
− uu′2u′′

(1 + u′2)3/2

)

+2
d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

1

u(1 + u′2)1/2
ϕ− 2κh(u)

ϕ

u2

]

dx.

(6.9)

Nun bringen wir den Klammerterm im ersten Summanden auf den Hauptnenner

(

(1 + u′2)1/2 +
uu′′

(1 + u′2)1/2
− u′2

(1 + u′2)1/2
− uu′2u′′

(1 + u′2)3/2

)

=
(1 + u′2)2 + (uu′′ + uu′2u′′)− (u′2 + u′4)− uu′2u′′

(1 + u′2)3/2

=
1 + 2u′2 + u′4 + uu′′ − u′2 − u′4

(1 + u′2)3/2

=
1

(1 + u′2)1/2
+

uu′′

(1 + u′2)3/2

= κh(u),

und erhalten für alle ϕ ∈ C∞
0 (I) nun

(6.9) =

∫

I

[

κh(u)
3 1

u2
+ 2

1

u(1 + u′2)1/2

d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

− 2κh(u)
1

u2

]

ϕ dx.

(iii) Nun betrachten wir den Beitrag des Flächenfunktionals, wobei wir die verschwin-
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denden Randterme bei der partiellen Integration gar nicht mehr hinschreiben

d
dt

∣
∣
∣
t=0
A(u+ tϕ) =

d
dt

∣
∣
∣
t=0

∫

I

(
u+ tϕ)(1 + (u+ tϕ)′2

)1/2
dx

=

∫

I

[

ϕ(1 + u′2)1/2 + u
u′ϕ′

(1 + u′2)1/2

]

dx

=

∫

I

[
1 + u′2

(1 + u′2)1/2
ϕ−

(
u′2

(1 + u′2)1/2
+ u

(
u′

(1 + u′2)1/2

)′

︸ ︷︷ ︸

=κe(u)

)

ϕ

]

dx

=

∫

I

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

ϕ dx.

(6.10)

(iv) Als letztes müssen wir noch den durch den Term
∫

I
κe(u) dS erzeugten Beitrag

berücksichtigen

d
dt

∣
∣
∣
t=0

∫

I

κe(u+ tϕ) dS(u+ tϕ)

=
d
dt

∣
∣
∣
t=0

∫

I

u′′ + tϕ′′

(1 + (u′ + tϕ′)2)3/2
(u+ tϕ)(1 + (u′ + tϕ′)2)1/2 dx

=
d
dt

∣
∣
∣
t=0

∫

I

(u′′ + tϕ′′)(u+ tϕ)

1 + (u′ + tϕ′)2
dx

=

∫

I

[
ϕ′′u

1 + u′2
+

u′′ϕ

1 + u′2
− 2uu′u′′ϕ′

(1 + u′2)2

]

dx.

Partielle Integration im ersten Summanden liefert

=

∫

I

[

−
(

u′

1 + u′2
− 2uu′u′′

(1 + u′2)2

)

ϕ′ +
u′′ϕ

1 + u′2
− 2uu′u′′ϕ′

(1 + u′2)2

]

dx+ Randterme
︸ ︷︷ ︸

=0

.

Nach nochmaliger partieller Integration erhalten wir

=

∫

I

[(
u′′

1 + u′2
− 2u′2u′′

(1 + u′2)2

)

ϕ+
u′′ϕ

1 + u′2

]

dx+ Randterme
︸ ︷︷ ︸

=0

=

∫

I

2u′′
1 + u′2 − u′2
(1 + u′2)2

ϕ dx

=

∫

I

2u′′

(1 + u′2)2
ϕ dx.

(6.11)

Es gilt

κh(u)
2 (1 + u′2)1/2

u
=

(

uκe(u) +
1

(1 + u′2)1/2

)2
(1 + u′2)1/2

u

=

(

u2κ2
e + 2κe(u)

u

(1 + u′2)1/2
+

1

(1 + u′2)

)
(1 + u′2)1/2

u

= κ2
e(u) dS + 2κe(u) +

1

u(1 + u′2)1/2
.
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Wir haben also in dem zu κ2
h gehörigen Term im Vergleich zum Funktional Fa,α,β

γ,H0
in (6.6)

einen Summand 2κe zuviel berücksichigt, dieser liefert

2

∫

I

κe(u) dx = 2

[
u′

(1 + u′2)1/2

]a

−a

,

also für die Klasse, innerhalb der variiert wird, nur eine Konstante, so daß das um diese
Konstante verschobene Funktional dieselbe erste Variation besitzt wie Fa,α,β

γ,H0
. Insgesamt

erhalten wir also

d
dt

∣
∣
∣
t=0
Fa,α,β

γ,H0
(u+ tϕ)

=

∫

I

[

κh(u)
3 1

u2
− 2κh(u)

1

u2
+ 2

1

u(1 + u′2)1/2

d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

+ (4H2
0 + γ)

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2

]

ϕ dx

= 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (I).

Nach Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung ergibt sich die Euler-
Lagrange-Gleichung

κh(u)
3 1

u2
− 2κh(u)

1

u2
+ 2

1

u(1 + u′2)1/2

d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

+ (4H2
0 + γ)

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

︸ ︷︷ ︸

= 2

(1+u′2)1/2
−κh(u)

+4H0
2u′′

(1 + u′2)2
= 0.

6.7 Existenz

In diesem Kapitel beweisen wir den anfangs bereits angekündigten

(6.7.1) Satz (Existenzsatz).
Seien a, α > 0, γ > 0 sowie β,H0 ∈ R. Gibt es eine Minimalfolge (un)n∈N ⊆ Wα,β(I) für
Fa,α,β

γ,H0
und Konstanten c1, c2, c3 > 0, so daß

0 < c1 ≤ un ≤ c2 und |u′n| ≤ c3 auf [−a, a] für alle n ∈ N gilt,

dann gibt es ein u ∈Wα,β(I) mit

0 < c1 ≤ u ≤ c2 und |u′| ≤ c3 sowie Fa,α,β
γ,H0

(u) = inf
Wα,β(I)

Fa,α,β
γ,H0

.

Beweis.
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(i) Zunächst zeigen wir W 2,2(I)-Schranken für die Minimalfolge. Wegen der vorausge-
setzten punktweisen Schranken an die Minimalfolge gilt

Fa,α,β
γ,H0

(un) ≥
∫

I

(
κe(un) + 2H0

)2
dS

=

∫

I

(
u′′n

(1 + u′2n )3/2
+ 2H0

)2

un

(
1 + u′2n

)1/2
dx

=

∫

I

(
u′′n + 2H0(1 + u′2n )3/2

)2 un

(1 + u′2n )5/2
dx

≥ c1
(1 + c23)

5/2

∥
∥
∥u′′n + 2H0

(
1 + u′2n

)3/2
∥
∥
∥

2

L2(I)
.

Die L2-Norm von u′′n+2H0(1+u′2n )3/2 ist also beschränkt, und da L2(I) ein reflexiver
Banachraum ist gibt es ein v ∈ L2(I), so daß eine Teilfolge existiert (um die Notation
im weiteren Verlauf nicht zu stark zu komplizieren wieder ebenso bezeichnet) mit

u′′n + 2H0(1 + u′2n )3/2 −⇀ v in L2(I).

Wegen der Schranken an die Minimalfolge gilt
∥
∥2H0(1 + u′2n )3/2

∥
∥

L2(I)
≤ 2 |H0| |I|1/2 (1 + c23)

3/2,

und mit der gleichen Begründung wie zuvor gibt es ein w ∈ L2(I), so daß für eine
Teilfolge (der vorigen Teilfolge)

2H0(1 + u′2n )3/2 −⇀ w in L2(I).

Damit gilt

u′′n = (u′′n + 2H0(1 + u′2n )3/2)− 2H0(1 + u′2n )3/2 L2(I)−−−⇀
n→∞

v − w,

dies impliziert dann die starke Beschränktheit der Norm, d.h. für eine Konstante
C1 > 0 gilt

‖u′′n‖L2(I) ≤ C1 für alle n ∈ N.

Ebenso gilt

‖u′n‖2L2(I) =

∫

I

u′2n dx ≤ |I| c23,

‖un‖2L2(I) =

∫

I

u2
n dx ≤ |I| c22,

und für eine Konstante C2 > 0 ist damit

‖un‖W 2,2(I) ≤ C2 für alle n ∈ N.

(ii) Da W 2,2(I) reflexiv ist existiert eine Teilfolge (unk
)k∈N und ein u ∈W 2,2(I), so daß

unk
−⇀ u in W 2,2(I). Aufgrund der kompakten Einbettung W 2,2(I) →֒ C1(Ī) gilt,

nach eventuellem Übergang zu einer Teilfolge, welche wir in der Notation unter-
drücken wollen, unk

→ u in C1(Ī), für k →∞. Damit erfüllt u auch die Schranken
an die Minimalfolge und ist ebenfalls symmetrisch.
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(iii) Es gilt (wir haben unk
der Einfachheit wieder mit un bezeichnet)

∣
∣
∣
∣

∫

I

u(1 + u′2)1/2 dx−
∫

I

un(1 + u′2n )1/2 dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

I

∣
∣u(1 + u′2)1/2 − un(1 + u′2)1/2 + un(1 + u′2)1/2 − un(1 + u′2n )1/2

∣
∣ dx

≤
∫

I

∣
∣(u− un)(1 + u′2)1/2

∣
∣ dx+

∫

I

∣
∣un((1 + u′2)1/2 − (1 + u′2n )1/2)

∣
∣ dx

(6.13)

≤ ‖u− un‖L∞(I)

∫

I

∣
∣(1 + u′2)1/2

∣
∣ dx

+ ‖un‖L∞(I)
︸ ︷︷ ︸

O.E.≤2‖u‖L∞(I)

∫

I

∣
∣u′2 − u′2n

∣
∣

1

(1 + u′2)1/2 + (1 + u′2n )1/2

︸ ︷︷ ︸

≤1/2

dx

≤ ‖u− un‖L∞(I)‖(1 + u′2)1/2‖L1(I) + ‖u‖L∞(I)

∫

I

|u′ − u′n| |u′ + u′n| dx

≤ ‖u− un‖L∞(I)‖(1 + u′2)1/2‖L1(I) + ‖u‖L∞(I) ‖u′ − u′n‖L∞(I) |I|
1/2 ‖u′ + u′n‖L2(I)
︸ ︷︷ ︸

O.E.≤3‖u′‖L2(I)

≤ ‖u− un‖L∞(I)‖(1 + u′2)1/2‖L1(I) + 3 |I|1/2 ‖u‖L∞(I) ‖u′‖L2(I) ‖u′ − u′n‖L∞(I)

n→∞−−−→ 0.

(6.12)

Dabei beachten wir wieder

A1/2 − B1/2 =
A−B

A1/2 +B1/2
für A,B > 0. (6.13)

(iv) Ebenso gilt nach Punkt (iii)

∣
∣
∣
∣

∫

I

1

u(1 + u′2)1/2
dx−

∫

I

1

un(1 + u′2n )1/2
dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

I

1

uun
︸︷︷︸

≤1/c21

1

(1 + u′2)1/2(1 + u′2n )1/2

︸ ︷︷ ︸

O.E. ≤1

∣
∣un(1 + u′2n )1/2 − u(1 + u′2)1/2

∣
∣ dx

≤ 1

c21

∫

I

∣
∣un(1 + u′2n )1/2 − u(1 + u′2)1/2

∣
∣ dx

n→∞−−−→ 0.

(6.14)

(v) Weiterhin gilt

∣
∣
∣
∣

∫

I

u′′2n u

(1 + u′2)5/2
dx−

∫

I

u′′2n un

(1 + u′2n )5/2
dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

I

1

(1 + u′2)5/2(1 + u′2n )5/2

︸ ︷︷ ︸
≤1

∣
∣u′′2n

∣
∣
∣
∣u(1 + u′2n )5/2 − un(1 + u′2)5/2

∣
∣ dx.

(6.15)
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Es gibt Konstanten C,C ′ > 0, so daß nach Lemma (A.6.1) gilt

‖u‖L∞(I)

∥
∥(1 + u′2n )5/2 − (1 + u′2)5/2

∥
∥

L∞(I)

(6.13)

≤ ‖u‖L∞(I)

∥
∥
∥
∥

1

(1 + u′2n )5/2 + (1 + u′2)5/2

︸ ︷︷ ︸

≤1/2

[
(1 + u′2n )5 − (1 + u′2)5

]
∥
∥
∥
∥

L∞(I)

≤ 1

2
‖u‖L∞(I) ‖u′2n − u′2‖L∞(I)

︸ ︷︷ ︸

=‖u′
n−u′‖L∞(I)‖u′

n+u′‖L∞(I)

4∑

j=0

∥
∥1 + u′2n

∥
∥

j

L∞(I)

∥
∥1 + u′2

∥
∥

4−j

L∞(I)

︸ ︷︷ ︸

≤C′

≤ C ‖u′n − u′‖L∞(I) ,

so daß
∥
∥u(1 + u′2n )5/2 − un(1 + u′2)5/2

∥
∥

L∞(I)

≤ ‖u‖L∞(I) ‖(1 + u′2n )5/2 − (1 + u′2)5/2‖L∞(I) + ‖(1 + u′2)5/2‖L∞(I) ‖u− un‖L∞(I)

≤ C ‖u′n − u′‖L∞(I) + ‖(1 + u′2)5/2‖L∞(I) ‖u− un‖L∞(I)

n→∞−−−→ 0,

und damit

(6.15) ≤
(

C ‖u′n − u′‖L∞(I) + ‖(1 + u′2)5/2‖L∞(I) ‖u− un‖L∞(I)

) ∫

I

u′′2n

︸ ︷︷ ︸

≤‖un‖2
W2,2(I)

≤konst.

n→∞−−−→ 0.

(6.16)

(vi) Es ist
∣
∣
∣
∣

∫

I

uu′′n
1 + u′2

dx−
∫

I

unu
′′
n

1 + u′2n
dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

I

1

(1 + u′2)(1 + u′2n )
︸ ︷︷ ︸

≤1

|u(1 + u′2n )− un(1 + u′2)||u′′n| dx

≤
(

‖u(1 + u′2n )− un(1 + u′2)‖L∞(I)

)∫

I

|u′′n|
︸ ︷︷ ︸

≤|I|1/2‖u′′
n‖L2(I)

≤ |I|1/2
(

‖u− un‖L∞(I) + ‖uu′2n − unu
′2‖L∞(I)

)

‖un‖W 2,2(I)

≤ |I|1/2
(

‖u− un‖L∞(I) + ‖uu′2n − uu2‖L∞(I)
︸ ︷︷ ︸

=‖u‖L∞(I)‖u′−u′
n‖L∞(I)‖u′+u′

n‖L∞(I)

+ ‖uu′2 − unu
′2‖L∞(I)

︸ ︷︷ ︸

≤‖u−un‖L∞(I)‖u′2‖L∞(I)

)

‖un‖W 2,2(I)
︸ ︷︷ ︸

≤konst.

n→∞−−−→ 0.

(6.17)
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(vii) Nach (6.12), (6.14), (6.16) und (6.17) gilt also

lim
n→∞

Fa,α,β
γ,H0

(un)

= lim
n→∞

∫

I

[

(γ + 4H2
0)u(1 + u′2)1/2 +

1

u(1 + u′2)1/2
+

u′′2n u

(1 + u′2)5/2
+ 4H0

u′′nu

1 + u′2

]

dx.

(6.18)

(viii) Für f ∈ L2(I) ist das Funktional

F : W 2,2(I)→ R, u 7→
∫

I

fu′′ dx

linear und stetig, so daß aufgrund der schwachen Konvergenz un ⇀ u in W 2,2(I)
auch

∫

I

fu′′n dx→
∫

I

fu′′ dx.

Mit der Wahl f = u/(1 + u′2) ∈ L2(I) erhalten wir also

lim
n→∞

∫

I

u

1 + u′2
(u′′n − u′′) dx = 0,

also

lim
n→∞

∫

I

uu′′n
1 + u′2

dx =

∫

I

uu′′

1 + u′2
dx. (6.19)

(ix) Für f ∈ L∞(I) mit f ≥ 0 gilt

0 ≤
∫

I

f(u′′ − u′′n)2 dx =

∫

I

fu′′2 dx− 2

∫

I

fu′′u′′n dx+

∫

I

fu′′2n dx,

so daß aufgrund der schwachen Konvergenz und fu′′ ∈ L2(I) wie im vorigen Punkt
∫

I

fu′′u′′ dx←−−−
n→∞

2

∫

I

fu′′u′′n dx−
∫

I

fu′′2 dx ≤
∫

I

fu′′2n dx.

Mit der Wahl f = u/(1 + u′2) ∈ L∞(I) erhalten wir

lim inf
n→∞

∫

I

uu′′2n

1 + u′2
dx ≥

∫

I

uu′′2

1 + u′2
dx. (6.20)

(x) Die Behauptung folgt nun mit u ∈Wα,β(I) und

inf
Wα,β(I)

Fa,α,β
γ,H0

= lim
n→∞

Fa,α,β
γ,H0

(un)

(6.18)
= lim

n→∞

∫

I

[

(γ + 4H2
0 )u(1 + u′2)1/2 +

1

u(1 + u′2)1/2
+

u′′2n u

(1 + u′2)5/2
+ 4H0

u′′nu

1 + u′2

]

dx

(6.19)
= lim

n→∞

∫

I

[

(γ + 4H2
0 )u(1 + u′2)1/2 +

1

u(1 + u′2)1/2
+

u′′2n u

(1 + u′2)5/2
+ 4H0

u′′u

1 + u′2

]

dx

(6.20)

≥
∫

I

[

(γ + 4H2
0 )u(1 + u′2)1/2 +

1

u(1 + u′2)1/2
+

u′′2u

(1 + u′2)5/2
+ 4H0

u′′u

1 + u′2

]

dx

= Fa,α,β
γ,H0

(u).
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6.8 Regularität

Nun zeigen wir noch, daß der Minimierer sogar aus C∞(Ī) ist.

(6.8.1) Satz (Regularitätssatz).
Seien a, α > 0, γ > 0 sowie β,H0 ∈ R, dann ist der Minimierer u des Funktionals Fa,α,β

γ,H0

aus dem Existenzsatz (6.7.1) glatt, d.h. u ∈ C∞(Ī).

Beweis.

(i) Sei ϕ ∈ C2(Ī) gerade mit ϕ(±a) = ϕ′(±a) = 0. Dann gilt nach Satz (6.7.1) wegen
u+ tϕ ∈Wα,β(I) für |t| ≤ min(u)/(2‖ϕ‖C0(Ī)) also

d
dt

∣
∣
∣
t=0
Fa,α,β

γ,H0
(u+ tϕ) = 0.

Die gesamte Rechnung aus dem Beweis von Lemma (6.6.1) lässt sich für solche u und
ϕ bis (6.6) bzw. (6.10) und (6.11) durchführen (beachte, daß bis zu diesen Punkten
keine höheren als zweite Ableitungen gebildet wurden), so daß gilt

0 =

∫

I

[

κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − 5κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2

−2κh(u)
ϕ

u2
+ 2κh(u)

ϕ′′

1 + u′2
+ 4κh(u)

ϕ′u′

u(1 + u′2)

]

dx

+ (4H2
0 + γ)

∫

I

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

ϕ dx+ 4H0

∫

I

2u′′

(1 + u′2)2
ϕ dx.

(6.21)

Sei nun ϕ ∈ C2(Ī) beliebig mit ϕ(±a) = ϕ′(±a) = 0. Dann setzen wir

ϕ̄(x) :=
1

2

(
ϕ(x) + ϕ(−x)

)
und ϕ̃(x) :=

1

2

(
ϕ(x)− ϕ(−x)

)

für den geraden, bzw. ungeraden Anteil von ϕ. Für diese gilt

ϕ̄(±a) = 0, ϕ̄′(±a) = 0, ϕ̃(±a) = 0, und ϕ̃′(±a) = 0,

so daß (6.21) auch für ϕ̄ gilt. Für ϕ̃ gilt (6.21) aber ohnehin, da Integrale über
ungerade Funktionen nach Lemma (A.6.2) verschwinden. Daß in diesem Fall im
Integranden nur ungerade Funktionen stehen, sieht man direkt, wenn man für die
einzelnen Funktionen und ihre Ableitungen beachtet: ϕ̃ ungerade, ϕ̃′ gerade, ϕ̃′′

ungerade, u gerade, u′ ungerade, u′2 gerade, u′′ gerade, κh(u) gerade, κe(u) gerade.
Damit gilt also (6.21) auch für beliebiges ϕ ∈ C2(Ī) mit ϕ(±a) = ϕ′(±a) = 0.

(ii) Sei η ∈ C∞
0 ((−1, 1)), dann setzen wir

ϕ(x) :=

∫ x/a

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy − B
(x

a
+ 1
)2

− Γ
(x

a
+ 1
)3

,

B := −1

2

∫ 1

−1

η(s) ds+
3

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy,

Γ :=
1

4

∫ 1

−1

η(s) ds− 1

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy.
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Die so definierte Testfunktion ϕ ∈ C2(Ī) ist zulässig, denn

ϕ(a) =

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy −
(

−1

2

∫ 1

−1

η(s) ds+
3

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

)

4

−
(

1

4

∫ 1

−1

η(s) ds− 1

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

)

8

=

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy + 2

∫ 1

−1

η(s) ds− 3

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

− 2

∫ 1

−1

η(s) ds+ 2

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

= 0,

ϕ(−a) = 0,

und

ϕ′(a) =
1

a

∫ 1

−1

η(s) ds dy −
(

−1

2

∫ 1

−1

η(s) ds+
3

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

)

2 (2)
1

a

−
(

1

4

∫ 1

−1

η(s) ds− 1

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

)

3 (2)2 1

a

=
1

a

[∫ 1

−1

η(s) ds+ 2

∫ 1

−1

η(s) ds− 3

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

−3

∫ 1

−1

η(s) ds+ 3

∫ 1

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

]

= 0,

ϕ′(−a) = 0.

Für eine Konstante c > 0 gilt

B ≤ 1

2

∫ 1

−1

|η(s)| ds+
3

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

|η(s)| ds
︸ ︷︷ ︸

≤‖η‖L1((−1,1))

dy ≤ c ‖η‖L1((−1,1)) ,

Γ ≤ 1

4

∫ 1

−1

|η(s)| ds+
1

4

∫ 1

−1

∫ y

−1

|η(s)| ds dy ≤ c ‖η‖L1((−1,1)) ,

so daß

‖ϕ(x)‖C1([−a,a])

≤
∥
∥
∥
∥
∥

∫ x/a

−1

∫ y

−1

η(s) ds dy

∥
∥
∥
∥
∥

C1([−a,a])

+B

∥
∥
∥
∥

(x

a
+ 1
)2
∥
∥
∥
∥

C1([−a,a])

+ Γ

∥
∥
∥
∥

(x

a
+ 1
)3
∥
∥
∥
∥

C1([−a,a])

≤ c ‖η‖L1((−1,1)) .

Nun beachten wir

ϕ′′(x) =
1

a2

[

η
(x

a

)

− 2B − 6Γ
(x

a
+ 1
)]
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und erhalten aus Gleichung (6.21) für η ∈ C∞
0 ((−1, 1)) beliebig und von u und a

abhängige Konstanten C1, C2 > 0, die Ungleichung
∣
∣
∣
∣
−
∫

I

2κh(u)
η(x

a
)

a2(1 + u′2)
dx

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

∫

I

[

κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − 5κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2

−2κh(u)
ϕ

u2
+ 4κh(u)

ϕ′u′

u(1 + u′2)

]

dx

+ (4H2
0 + γ)

∫

I

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

ϕ dx+ 4H0

∫

I

2u′′

(1 + u′2)2
ϕ dx

∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣

∫

I

2κh(u)
−2B − 6Γ(x

a
+ 1)

a2(1 + u′2)
dx

∣
∣
∣
∣

≤ C1(u, a)
[

‖ϕ‖C1([−a,a]) + ‖η‖L1((−1,1))

]

≤ C2(u, a) ‖η‖L1((−1,1)) .

Nach Lemma (A.6.3) ist die Abbildung

J :
(
C∞

0 ((−1, 1)), ‖·‖L1((−1,1))

)
→
(
C∞

0 ((−a, a)), ‖·‖L1((−a,a))

)
, η 7→ 1

a
η
( ·
a

)

ein isometrischer Isomorphismus, so daß wir für alle η ∈ C∞
0 ((−1, 1)) die Beziehung

∣
∣
∣
∣
−
∫

I

2κh(u)
Jη

a(1 + u′2)
dx

∣
∣
∣
∣
≤ C2(u, a) ‖Jη‖L1((−a,a))

erhalten. Aufgrund der Surjektivität von J gilt also auch
∣
∣
∣
∣
−
∫

I

2κh(u)
ψ

a(1 + u′2)
dx

∣
∣
∣
∣
≤ C2(u, a) ‖ψ‖L1((−a,a)) (6.22)

für alle ψ ∈ C∞
0 ((−a, a)).

(iii) Die linke Seite von (6.22) definiert also ein beschränktes, lineares und damit stetiges
Funktional

F :
(
C∞

0 (I), ‖·‖L1(I)

)
→ R, ψ 7→ −

∫

I

2κh(u)
ψ

a(1 + u′2)
dx.

Nach Satz (6.4.4) ist C∞
0 (I) dicht in L1(I), so daß das Funktional nach Satz (A.6.4)

eine eindeutige stetige Fortsetzung F̃ auf L1(I) hat. Damit ist also F̃ ∈
[
L1(I)

]∗
,

so daß es nach dem Darstellungssatz für Lp-Räume [Y, Chapter IV, 9. Example 3,
S.115] ein f̃ ∈ L∞(I) gibt mit

F̃ (ϕ) =

∫

I

f̃ϕ dx für alle ϕ ∈ L1(I).

Für die Abbildung

f = −2
κh(u)

a(1 + u′2)
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folgt nun f ∈ L∞(I), denn es gilt

F (ψ) =

∫

I

fψ dx =

∫

I

f̃ψ dx für alle ψ ∈ C∞
0 (I),

so daß mit dem erweiterten Fundamentallema der Variationsrechnung [GH1, Chap-
ter 1, 2.3, Lemma 3, S.32] f = f̃ fast überall auf I gilt. Wegen

0 <
2

a(1 + c23)
≤ 2

a(1 + u′2)
≤ 2

a

ist auch κh(u) ∈ L∞(I) und somit wegen

|u′′| =
∣
∣
∣
∣
κh(u)

(1 + u′2)3/2

u
− 1

(1 + u′2)1/2

∣
∣
∣
∣
≤ |κh(u)|

(1 + c23)
3/2

c1
+ 1

auch u′′ ∈ L∞(I), und damit u ∈W 2,∞(I).

(iv) Für η ∈ C∞
0 ((−1, 1)) setzen wir nun

ϕ(x) :=

∫ x/a

−1

η(s) ds− 3

4

(x

a
+ 1
)2
∫ 1

−1

η(s) ds+
1

4

(x

a
+ 1
)3
∫ 1

−1

η(s) ds.

Dann ist ϕ wieder zulässig, denn

ϕ(+a) =

(

1− 3

4
22 +

1

4
23

)∫ 1

−1

η(s) ds = 0,

ϕ(−a) = 0,

ϕ′(+a) =
1

a
η(+1)− 3

4
2(2)

1

a

∫ 1

−1

η(s) ds+
1

4
3(2)2 1

a

∫ 1

−1

η(s) ds = 0,

ϕ′(−a) =
1

a
η(−1) = 0,

und

‖ϕ‖C0([−a,a]) ≤ 6 ‖η‖L1((−1,1)) ,

‖ϕ′‖L1((−a,a)) ≤
1

a

∫ a

−a

∣
∣
∣η
(x

a

)∣
∣
∣ dx

︸ ︷︷ ︸

=‖η‖L1((−1,1))

+
3

4

2

a

∫ a

−a

∣
∣
∣
x

a
+ 1
∣
∣
∣ dx

∫ 1

−1

|η(s)| ds

+
1

4

3

a

∫ a

−a

∣
∣
∣
x

a
+ 1
∣
∣
∣

2

dx
∫ 1

−1

|η(s)| ds

≤ c ‖η‖L1((−1,1)) .

Weiterhin gilt

ϕ′′(x) =
1

a2
η′
(x

a

)

− 6

4a2

∫ 1

−1

η(s) ds+
6

4a2

(x

a
+ 1
)∫ 1

−1

η(s) ds

=
1

a2
η′
(x

a

)

+
6

4a2

x

a

∫ 1

−1

η(s) ds.
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Damit gilt nach (6.21), da wir bereits u ∈W 2,∞(I) wissen
∣
∣
∣
∣
−
∫

I

2κh(u)
1

1 + u′2
1

a2
η′
(x

a

)

dx

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

∫

I

[

κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − 5κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2

−2κh(u)
ϕ

u2
+ 4κh(u)

ϕ′u′

u(1 + u′2)

]

dx

+ (4H2
0 + γ)

∫

I

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

ϕ dx+ 4H0

∫

I

2u′′

(1 + u′2)2
ϕ dx

∣
∣
∣
∣

+
6

4a2

∫ 1

−1

|η(s)| ds
∣
∣
∣
∣

∫

I

2κh(u)
x

1 + u′2
1

a3
dx

∣
∣
∣
∣

≤ C3(u, a)
(

‖ϕ‖C0([−a,a]) + ‖ϕ′‖L1((−a,a)) + ‖η‖L1((−1,1))

)

≤ C4(u, a) ‖η‖L1((−1,1)) ,

für von u und a abhängige Konstanten C3, C4 > 0. Wiederum mit Lemma (A.6.3)
und der Beobachtung (Jη)′ = [η(·/a)/a]′ = η′(·/a)/a2 erhält man

∣
∣
∣
∣
−
∫

I

2κh(u)
1

1 + u′2
ψ′ dx

∣
∣
∣
∣
≤ C4(u, a) ‖ψ‖L1(I)

für alle ψ ∈ C∞
0

(
(−a, a)

)
. Wegen u ∈W 2,∞(I) wissen wir bereits

−2
κh(u)

(1 + u′2)
∈ L∞(I),

so daß nun für

C5 := max

{∥
∥
∥
∥

2κh(u)

1 + u′2

∥
∥
∥
∥

L∞(I)

, C4

}

gilt
∣
∣
∣
∣

∫ a

−a

2κh(u)
1

1 + u′2
ψ dx

∣
∣
∣
∣
≤ C5(u) ‖ψ‖L1(I) ,

∣
∣
∣
∣

∫ a

−a

2κh(u)
1

1 + u′2
ψ′ dx

∣
∣
∣
∣
≤ C5(u) ‖ψ‖L1(I)

für alle ψ ∈ C∞
0 (I). Mit [A, U4.7, S.198] folgt nun

κh(u)
1

1 + u′2
∈W 1,∞(I).

Nach der Produktregel für Sobolev-Funktionen [A, 2.24, S.123] ist wegen u ∈
W 2,∞(I) auch 1 + u′2 ∈W 1,∞(I) und damit

κh(u)
1

1 + u′2
(1 + u′2) = κh(u) ∈W 1,∞(I).

Nach den Lemmata (A.6.6) und (A.6.7) sind (1 + u′2)1/2 und 1/u in W 1,∞(I), so
daß

u′′ =
[
κh(u)(1 + u′2)− (1 + u′2)1/2

]
(1 + u′2)1/2 1

u
∈W 1,∞(I).

Dies bedeutet aber u ∈W 3,∞(I) = C2,1(Ī).
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(v) Für u ∈ W 3,∞(I) können wir die Rechnung aus Lemma (6.6.1) für die einzelnen
Summanden jeweils bis (6.7), (6.10) und (6.11) durchführen und erhalten für belie-
biges d ∈ I nach partieller Integration

d
dt

∣
∣
∣
t=0
Fa,α,β

γ,H0
(u+ tϕ)

=

∫

I

[

κh(u)
2 ϕ

u2
(1 + u′2)1/2 − κh(u)

2 ϕ′u′

u(1 + u′2)1/2
− 2κh(u)

ϕ

u2
− 2κh(u)

′ 1

1 + u′2
ϕ′
]

dx

+

∫

I

[

(4H2
0 + γ)

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2

]

ϕ dx

=

∫

I

[ ∫ x

d

−κh(u)
2 1

u2
(1 + u′2)1/2 dy − κh(u)

2 u′

u(1 + u′2)1/2

+ 2

∫ x

d

κh(u)
1

u2
dy − 2κh(u)

′ 1

1 + u′2

]

ϕ′ dx

−
∫

I

∫ x

d

[

(4H2
0 + γ)

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2

]

dyϕ′ dx

= 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (I).

Nach dem Fundamentallemma von DuBois-Reymond gibt es also ein c = c(d) ∈ R,
so daß
[ ∫ x

d

−κh(u)
2 1

u2
(1 + u′2)1/2 dy − κh(u)

2 u′

u(1 + u′2)1/2
+ 2

∫ x

d

κh(u)
1

u2
dy − 2κh(u)

′ 1

1 + u′2

]

−
∫ x

d

[

(4H2
0 + γ)

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2

]

dy

= c fast überall auf I.

Damit gilt dann fast überall auf I die Gleichung

κh(u)
′ =

1 + u′2

2

[ ∫ x

d

−κh(u)
2 1

u2
(1 + u′2)1/2 dy − κh(u)

2 u′

u(1 + u′2)1/2
+ 2

∫ x

d

κh(u)
1

u2
dy

]

− 1 + u′2

2

∫ x

d

[

(4H2
0 + γ)

(
1

(1 + u′2)1/2
− uκe(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2

]

dy − 1 + u′2

2
c.

(6.23)

Da die rechte Seite von (6.23) in C0(Ī) ist, gilt dies auch für die linke Seite und die
Gleichung gilt damit auf ganz Ī. Also ist κh(u) ∈ C1(Ī). Aufgrund der Darstellung

u′′ =
[
κh(u)(1 + u′2)− (1 + u′2)1/2

]
(1 + u′2)1/2 1

u
(6.24)

ist u ∈ C3(Ī). Im Induktionsschritt zeigt man nun wie zuvor

u ∈ Ck(Ī)
(6.23)
===⇒ κh(u)

′ ∈ Ck−2(Ī)⇒ κh(u) ∈ Ck−1(Ī)

(6.24)
===⇒ u′′ ∈ Ck−1(Ī)⇒ u ∈ Ck+1(Ī).

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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A.6 Anhang zu Kapitel 6

(A.6.1) Lemma.
Für alle n ∈ N und a, b ∈ R gilt

|an − bn| ≤ |a− b|
n−1∑

j=0

|a|j |b|(n−1)−j .

Beweis. Durch Induktion nach n.
Für n = 1 ist die Aussage klar, da die leere Summe gleich 1 ist. Nun gilt

∣
∣an+1 − bn+1

∣
∣ =

∣
∣an+1 − anb+ ban − bn+1

∣
∣

≤ |an| |a− b|+ |b| |an − bn|

≤ |an| |a− b|+ |b| |a− b|
n−1∑

j=0

|a|j |b|(n−1)−j

≤ |a− b|
[

|a|n + |b|
n−1∑

j=0

|a|j |b|(n−1)−j

]

= |a− b|
n∑

j=0

|a|j |b|n−j .

(A.6.2) Lemma (Ungerade Funktionen haben Mittelwert 0).
Sei f : [−a, a]→ R ungerade und integrierbar, dann gilt

∫

[−a,a]

f dx = 0.

Beweis. Mit ϕ : [−a, 0]→ [0, a], x 7→ −x gilt
∫ 0

−a

f(x) dx = −
∫ 0

−a

f(−x) dx =

∫ ϕ(0)

ϕ(−a)

f(t) dt =

∫ 0

a

f(t) dt

= −
∫ a

0

f(t) dt.

(A.6.3) Lemma (Isometrischer Isomorphismus C∞
0 ((−1, 1))→ C∞

0 ((−a, a))).
Für beliebiges aber festes a > 0 ist die Abbildung

J :
(
C∞

0 ((−1, 1)), ‖·‖L1((−1,1))

)
→
(
C∞

0 ((−a, a)), ‖·‖L1((−a,a))

)
, η 7→ 1

a
η
( ·
a

)

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Sei η ∈ C∞
0 ((−1, 1)), dann ist Jη ∈ C∞

0

(
(−a, a)

)
mit

‖Jη‖L1((−a,a)) =

∫ a

−a

1

a

∣
∣
∣η
(x

a

)∣
∣
∣ dx =

∫ 1

−1

|η(y)| dy = ‖η‖L1((−1,1)) .

Die Abbildung J ist linear mit Umkehrabildung

J−1ψ = aψ(a·).
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(A.6.4) Satz (Fortsetzung gleichmäßig stetiger Abbildungen).
Seien (X, ρX) ein metrischer Raum und (Y, ρY ) ein vollständiger metrischer Raum, so-
wie A eine dichte Teilmenge von X. Ist T : (A, ρx) → (Y, ρY ) eine gleichmäßig stetige
Abbildung, dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung T̃ auf ganz X.

Beweis. Zu x ∈ X wählen wir eine Folge (xn)n∈N ⊂ A mit xn → x für n→∞. Aufgrund
der gleichmäßigen Stetigkeit gibt es zu ε > 0 ein δ = δ(ε) > 0, so daß für alle a, b ∈ X
mit ρX(a, b) < δ(ε) gilt ρY (Ta, T b) < ε. Damit ist die Bildfolge (Txn)n∈N ⊂ Y ebenfalls
eine Cauchy-Folge, denn zu ε > 0 gibt es ein N(δ(ε)) > 0, so daß ρX(xj , xk) < δ(ε)
und damit ρY (Txj , Txk) < ε für alle j, k ≥ N . Da (Y, ρY ) vollständig ist konvergiert die
Bildfolge zudem. Nun definieren wir die Abbildung T̃ durch T̃ (x) = limk→∞ T (xk).
Für jede konvergente Folge (xn)n∈N mit Grenzwert x folgt aus ρX(xj , xk) < ε für alle
j, k > N die Aussage ρX(xn, x) ≤ ε für alle n > N , denn zu ε′ > 0 gibt es ein M > 0, so
daß ρX(xk, x) < ε′ für alle k > M . Damit gilt also

ρX(xn, x) ≤ ρX(xn, xk) + ρX(xk, x) < ε+ ε′

für alle n, k > N und k > M . Die Behauptung folgt also mit ε′ → 0.
Für alle x, x′ ∈ X mit ρX(x, x′) < δ(ε/3)/3 gibt es a, a′ ∈ A (aus der Konstruktion von
T̃ (x) bzw. T̃ (x′)), so daß ρX(x, a) < δ(ε/3)/3, ρX(x′, a′) < δ(ε/3)/3 und ρY (T̃ x, a) < ε/3,
ρY (T̃ x′, a′) < ε/3. Damit gilt auch ρX(a, a′) < δ(ε/3) und damit δY (Ta, Ta′) < ε/3, so
daß

ρY (T̃ x, T̃x′) ≤ ρY (T̃ x, Ta) + ρY (Ta, Ta′) + ρY (Ta′, T̃ x′) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Die Abbildung T̃ ist also gleichmäßig stetig.
Seien T1 und T2 stetige Fortsetzungen von T auf X, dann gibt es zu jedem x ∈ X eine
Folge (an)n∈N ⊂ A mit an → x für n→∞. Aufgrund der Stetigkeit gilt

T1(x) = lim
n→∞

T1(aj) = lim
n→∞

T2(aj) = T2(x).

Damit ist T̃ eindeutig bestimmt.

(A.6.5) Lemma (Kettenregel für W k,∞-Funktionen).
Seien I ein beschränktes offenes Intervall, k ∈ N, g ∈ W k,∞(I) und f ∈ Ck−1,1

(
g(Ī)

)
,

dann ist f ◦ g ∈W k,∞(I).

Beweis. Zunächst bemerken wir, daß W k,∞(I) = Ck−1,1(Ī) gilt, wir müssen also f ◦ g ∈
Ck−1,1(Ī) nachweisen.

(i) Wir zeigen zunächst, daß das Produkt von n Lipschitz-Funktionen wieder Lip-

schitzstetig ist. Für n = 1 ist die Behauptung klar. Seien f1, . . . , fn+1 Lipschitzstetig,
dann ist nach Induktionsannahme f :=

∏n
i=1 fi ∈ C0,1(Ī) und es gilt

∣
∣
∣
∣
∣

(
n+1∏

i=1

fi

)

(x)−
(

n+1∏

i=1

fi

)

(y)

∣
∣
∣
∣
∣
= |f(x)fn+1(x)− f(y)fn+1(y)|

≤ |f(x)fn+1(x)− f(x)fn+1(y)|+ |f(x)fn+1(y)− f(y)fn+1(y)|
≤ ‖f‖L∞(I) |fn+1(x)− fn+1(y)|+ ‖fn+1‖L∞(I) |f(x)− f(y)|
≤ 2 max(‖f‖L∞(I) , ‖fn+1‖L∞(I)) max(Lipf ,Lipfn+1

) |x− y| .

Beachte I beschränkt, so daß die L∞-Norm von C0,1(Ī)-Funktionen exisiert.
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(ii) Nach der Formel von Faà di Bruno [Rom], [J] gilt für die (k − 1)-te Ableitung

Dk−1(f ◦ g) =
∑

(l1, ... ,lk−1)∈Tk−1

(k − 1)!

l1! · · · · · lk−1!

(
Dl1+···+lk−1f

)
(g)

k−1∏

m=1
lm≥1

(
Dmg

m!

)lm

,

wobei Tk−1 gleich der Menge alle (k − 1)-Tupel (l1, . . . , lk−1) ∈ N
k−1
0 ist für die

1l1 + 2l2 + · · ·+ (k − 1)lk−1 = k − 1 gilt. Nach der Standardversion der Kettenregel
für W 1,p-Funktionen [vdM, Propostion (2.11) (ii)] ist

(
Dl1+···+lk−1f

)
(g) ∈ C0,1(Ī)

und nach dem vorigen Punkt

k−1∏

m=1
lm≥1

(
Dmg

m!

)lm

∈ C0,1(Ī),

so daß wiederum nach Punkt (i)

Dk−1(f ◦ g) ∈ C0,1(Ī) und damit f ◦ g ∈ Ck−1,∞(Ī) = W k,∞(I).

(A.6.6) Lemma (Kehrwerte von Sobolev-Funktionen in W k,∞(I)).
Sei I ein beschränktes, offenes Intervall, k ∈ N und u ∈ W k,∞(I) und u ≥ c > 0 f.ü.,
dann ist 1/u ∈W k,∞(I).

Beweis. Nach dem Einbettungsatz für n = 1 [vdM, Satz (2.14)] könne wir einen stetigen
Vertreter von u wählen und setzen m := maxĪ u ≥ c > 0. Es gilt (man beachte, daß u(Ī)
wieder kompakt ist und von Null weg beschränkt)

f : u(Ī)→ R, x 7→ 1

x
∈ C∞(u(Ī)

)
⊂ Ck,1

(
u(Ī)

)
für alle k ∈ N,

so daß nach Lemma (A.6.5) die Behauptung folgt.

(A.6.7) Lemma ((1 + u′2)l ∈W k,∞(I)).
Sei I ein beschränktes offenes Intervall und u ∈W k,∞(I) für k ≥ 2, dann ist (1 + u′2)l ∈
W k−1,∞(I) für alle l ∈ R.

Beweis. Es ist u′ ∈ W k−1,∞(I) und die Abbildung f : u′(Ī) → R, x 7→ (1 + x2)l ist
in C∞(u′(Ī)

)
⊆ Ck−2,1

(
u′(Ī)

)
(beachte u′(Ī) ist kompakt), so daß die Behauptung mit

Lemma (A.6.5) folgt.
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Kapitel 7

Das Willmore-Funktional

In diesem Kapitel wollen wir nach einer kurzen historischen Einführung die Ergebnisse
aus [D’Ac,D,G] darstellen, genauer wollen wir zeigen wie dort die für den Existenzsatz
(6.7.1) benötigten Schranken an die Minimalfolge gewonnen werden, sowie einige andere
interessante Aussagen über Eigenschaften der Minimierer.

Zunächst geben wir das zu lösende Variationsproblem noch einmal an (vgl. Abschnitte
3.5 und 6.1)

Wir betrachten für die Parameter a, α > 0 mit I := (−a, a) das Funktional

Ŵ :Wα(I)→ R,

u 7→
∫

I

[(
1

u(1 + u′2)1/2

)

dx+ κe(u)
2 dS

]

mit dem folgenden Variationsproblem

Ŵ → min! in Wα(I). (7.1)

Wir betrachten also das Nitsche-Funktional in der Darstellung (6.2) für γ = 0 und
H0 = 0.

(7.0.8) Bemerkung (Einschränkung auf a = 1).
Nach Korollar (6.2.3), bzw. der Skalierungseigenschaft Lemma (6.2.1) reicht es aus Aus-
sagen über das Infimum, bzw. Minimierer von Ŵ auf Wα(I), das bedeutet Fa,α

0,0 , für festes
a > 0 (im Folgenden a = 1) und alle α > 0 zu zeigen um die Gültigkeit der Aussage auch
für alle a > 0 und alle α > 0 zu erhalten.

7.1 Geschichte des Willmore-Funktionals und die Will-

more-Vermutung

Ein Kapitel über das Willmore-Funktional läßt sich nicht schreiben, ohne einige kurze
Anmerkungen zu dessen Ursprüngen zu machen.
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Ist M eine zweidimensionale kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit und f : M → E3

eine isometrische Immersion in den dreidimensionalen Euklidischen Raum, dann ist das
Willmore-Funktional definiert als

W(f) =

∫

M

H2 dA,

mit der mittleren Krümmung H (die halbe Spur der Weingartenabbildung) und dem
von E3 induzierten Flächenelement dA.
Das Willmore-Funktional wurde schon Anfang des 19. Jahrhunderts von Siméon Denis

Poisson [Po], Sophie Germain [G] und anderen (für weitere Referenzen siehe [Nit1])
als idealisiertes Modell für elastische Oberfächen betrachtet. Anfang des 20. Jahrhunderts
findet man Willmore-Flächen etwa in [Th] und [Bl]. In den Focus der Aufmerksamkeit
rückte das Funktional aber Mitte der 1960er Jahre, als Thomas James Willmore in
[Wi1] das Funktional in der oben angegbene Form für die 2-Sphäre S2 betrachtete und
zeigte

W(S2) := inf
f :S2→E

3

isom. Immersion

W(f) = 4π,

wobei das Infimum ausschließlich von runden Sphären angenommen wird. Das entspre-
chende Problem wurde auch für die reell projektive Ebene RP 2 vollständig gelöst (für wei-
tere Referenzen und eine Übersicht über den damaligen Forschungsstand siehe den Über-
sichtsartikel [PS]). Für den Torus T 2 regt seit längerer Zeit die Willmore-Vermutung

W(T 2) = 2π2

eine große Menge fruchtbarer Forschung an. Es ist bekannt [ST] und [Wi2], daß der Wert
von einem bestimmten Torus angenommen wird. In [LS2] konnte die Vermutung damit für
Rotationstori bewiesen werden und in [S] wurde die Existenz minimierender Tori gezeigt.

7.2 Eine obere Schranke für das Infimum

Zunächst zeigen wir, daß die optimale Willmore-Energie für beliebige a, α > 0 durch
8√
3
π beshränkt ist. Beachte dazu Bemerkung (7.0.8).

(7.2.1) Lemma (Obere Schranken für das Infimum).
Es gilt

inf
Wα(I)

Ŵ ≤ 8

∫ arctan(1/(2α))

0

1

2− cos(ϕ)
dϕ ≤ 8√

3
π.

Beweis. Wir betrachten die Vergleichsfunktion (siehe Abbildung 7.1)

uα,r(x) :=







((

(1 + (α + r)2)
1/2 − r

)2

− |x|2
)1/2

, 0 ≤ |x| ≤ 1− r

(1+(α+r)2)1/2 ,

α + r − (r2 − (|x| − 1)2)
1/2
, sonst.

Die Funktion beschreibt also (von rechts nach links betrachtet) einen Kreisbogen von
(1, α) ausgehend, auf dem Kreis mit Radius r um (1, α+ r), bis zum Schnittpunkt (v, w)
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α + r

(v, w)

α

Abbildung 7.1: Die Testfunktionen uα,r.

der Ursprungsgeraden durch den Mittelpunkt des Kreises und danach einen weiteren
Kreisbogen mit dem Ursprung als Mittelpunkt und Radius ‖(v, w)‖2, wobei diese Funktion
dann symmetrisch auf [−1, 1] fortgesetzt wird. Nach Lemma (A.7.1) ist uα,r wieder in
C1,1(Ī), besitzt die Randwerte uα,r(1) = α und u′α,r(1) = 0 und ist symmetrisch mit uα,r >
0, so daß u ∈Wα(I). Der mittlere Kreisbogen mit Mittelpunkt auf der x-Achse (bzw. die
Bogenlängenparametrisierung davon) ist nach Lemma (3.4.4) eine Geodäte von H

2 und
ebenfalls ein reguläres Kurvensegment, so daß mit der Reparametrisierungsinvarianz des
Integrals bezüglich Bogenlänge Lemma (3.2.8)

∫ 1− r

(1+(α+r)2)1/2

−1+ r

(1+(α+r)2)1/2

κh(uα,r)
2 ds = 0.

Für den rechten äußeren Teil wählen wir folgende Parametrisierung

γ1 :

[

0, arctan

(
1

α + r

)]

→ R
2, t 7→

(
1− r sin(t), α + r − r sin(t)

)
.

Nach Lemma (A.7.2) gilt für die hyperbolische Krümmung

κh(uα,r) =
α+ r

r
, falls |x| ≥ 1− r

(1 + (α + r)2)1/2
.

Das zugehörige Bogenlängenelement ist gegeben durch

ds =
r

α + r(1− cos(ϕ))
dϕ.

Damit gilt dann

Ŵ(uα,r) = 2
(α+ r)2

r

∫ arctan(1/(α+r))

0

1

α + r(1− cos(ϕ))
dϕ.
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Nun wählen wir r = α und erhalten

2
4α2

α

∫ arctan(1/(2α))

0

1

α + α(1− cos(ϕ))
dϕ = 8

∫ arctan(1/(2α))

0

1

2− cos(ϕ)
dϕ.

Nach [B, Integral 347, S.1071] gilt

∫ b

a

1

2− cos(ϕ)
dϕ =

[
2√
3

arctan
(√

3 tan
(x

2

))]b

a

,

so daß mit arctan(0) = 0 und arctan ≤ π/2 die Behauptung folgt.

7.3 Monotonie der optimalen Willmore-Energie

Nun wollen wir durch die Modifikation beliebiger u ∈ Nα(I) Funktionen mit niedrigerer
Willmore-Energie erzeugen.

(7.3.1) Lemma (Senken der Willmore-Energie).
Seien a > 0 und u ∈ Nα([−a, a]) für ein α > 0, so daß die Menge der kritischen Punkte
Krit(u) endlich ist und u′ ≤ 0 auf [0, a]. Dann existiert zu ρ ∈ (0, a] ein uρ ∈ Nα([−ρ, ρ])
mit #Krit(uρ) ≤ #Krit(u), so daß

u′ρ ≤ 0 auf [0, ρ] und Ŵ(uρ) ≤ Ŵ(u).

Beweis. Sei r ∈ (0, a). Dann existiert die Normale (−u′(r), 1) an den Graphen von u
im Punkt (r, u(r)). Da u auf [0, a] monoton fallend ist, besitzt die Normale (als Gerade
betrachtet) nichtnegative Steigung und schneidet die x-Achse in einem Punkt (c(r), 0) mit
c(r) ≤ r gegeben durch

[
r

u(r)

]

+ t

[
−u′(r)

1

]

=

[
c(r)
0

]

⇒ t = −u(r)⇒ c(r) = r + u(r)u′(r).

Nun betrachten wir den geodätischen Kreis in H2 (siehe Lemma (3.4.4)) um (c(r), 0) mit
Radius

R(r) =

∥
∥
∥
∥

[
c(r)
0

]

−
[
r

u(r)

]∥
∥
∥
∥

2

=
((
c(r)− r

)2
+ u(r)2

)1/2

=
(
u(r)2u′(r)2 + u(r)2

)1/2
.

Dieser Kreis läßt sich wie folgt als Graph einer Funktion darstellen

Kr :
(
c(r)− R(r), c(r) +R(r)

)
→ R, t 7→

(

R(r)2 −
(
t− c(r)

)2
)1/2

,

damit gilt

K ′
r(t) =

c(r)− t
(

R(r)2 −
(
t− c(r)

)2
)1/2

,
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also

K ′
r(r) =

r + u(r)u′(r)− r
(

u(r)2u′(r)2 + u(r)2 −
(
r − r − u(r)u′(r)

)2
)1/2

= u′(r),

so daß

ũ :
(
c(r), a

)
→ R, x 7→

{

Kr(x), x ∈
[
c(r), r

)
,

u(x), x ∈ [r, a]

nach Lemma (A.7.1) in C1,1([c(r), a]) ist. Verschieben wir ũ nun um −c(r) in x-Richtung
und ergänzen symmetrisch, so erhalten wir eine positive, symmetrische C1,1([−a+c(r), a−
c(r)])- Funktion ū, mit denselben Randwerten wie u. Ebenso ist klar, daß ū nach Kon-
struktion auf [0, a − c(r)] monoton fallend ist und #Krit(ū) ≤ #Krit(u), da wir keinen
kritischen Punkt hinzugefügt haben (der Anschluß ist C1 und jede symmetrische C1 Funk-
tion besitzt im Urpsrung einen kritischen Punkt). Weiter gilt

W(ū) = 2

∫

[0,r−c(r)]

κh(ū)
2 ds+ 2

∫

[r−c(r),a−c(r)]

κh(ū)
2 ds

︸ ︷︷ ︸

=
R

γ
κ2

H2 ds=0

= 2

∫

[r,a]

κh(u)
2 ds ≤ W(u),

wobei γ eine Reparametrisierung des Graphen von ū auf [0, r − c(r)] (d.h. des geodäti-
schen Anteils) als Kurve mit Einheitsgeschwindigkeit ist (deren Krümmung ist dann als
Geodäte 0). Bei der Gleichheit der Integrale haben wir die Reparametrisierungsinvarianz
des Integrals bezüglich Bogenlänge Lemma (3.2.8) benutzt.
Die Abbildung l : r 7→ a− c(r) ist stetig und es gilt

lim
rց0

l(r) = a− 0− u(0) u′(0)
︸︷︷︸

=0 (Symmetrie)

= a

lim
rրa

l(r) = a− a− u(a) u′(a)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0,

so daß nach dem Zwischenwertsatz (0, a) ⊆ l((0, a)) gilt, und damit die Behauptung für
ρ ∈ (0, a) folgt. Für ρ = a wähle uρ = u.

(7.3.2) Lemma (Senken der Willmore-Energie II).
Seien a, α > 0, u ∈ Nα(Ī) mit #Krit(u) < ∞ und u′ ≥ 0 auf [0, a]. Dann gibt es ein
v ∈ Nα(Ī) mit #Krit(v) ≤ #Krit(u), so daß

v′ ≤ 0 auf [0, a] und Ŵ(v) ≤ Ŵ(u).

Beweis. Wegen #Krit(u) < ∞ gilt u 6≡ α, und mit u′ ≥ 0 auf [0, a] folgt u(0) < u(a).
Nun definieren wir

ũ : [−a, a]→ R, x 7→
{

u(x+ a), x ∈ [−a, 0],

u(x− a), x ∈ [0, a].
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Da die Ableitungen von u für x ∈ {−a, 0, a} gleich 0 sind erhalten wir mit Lemma (A.7.1)
wieder eine C1,1([−a, a])-Funktion. Ebenso ist klar, daß wir eine Funktion in Nu(0)([−a, a])
mit #Krit(u) = #Krit(ũ) und ũ′ ≤ 0 auf [0, a] erhalten. Durch Substitution sieht man
sofort, daß solch eine Konstruktion die Willmore-Energie nicht ändert, so daß Ŵ(u) =
Ŵ(ũ). Nach Lemma (7.3.1) gibt es zu ρ ∈ (0, a] ein ũρ ∈ Nu(0)([−ρ, ρ]) mit #Krit(ũρ) ≤
#Krit(ũ), so daß

ũ′ρ ≤ 0 auf [0, ρ] und Ŵ(ũρ) ≤ Ŵ(ũ).

Es gilt ũ(a) = u(0) = cu(a) für ein c > 0 und

u(0) < u(a) ⇒ c < 1 ⇒ ρ0 := ca < a ⇒ ρ0 ∈ (0, a].

Nach der Skalierungseigenschaft Lemma (6.2.1) gilt für die auf [−a, a] hochskalierte Ver-
sion v ∈ N(a/ρ0)ũρ0 (ρ0)([−a, a]) von ũρ0 gegeben durch

v : [−a, a]→ R, x 7→ 1
ρ0

a

ũρ0

(ρ0

a
x
)

sowohl

v(a) =
a

ρ0
ũρ0(ρ0) =

a

ρ0
ũ(a) =

a

ρ0
u(0) =

a

ca
u(0) =

u(0)

c
= u(a) = α,

als auch

Ŵ(v) = Ŵ(ũρ0) ≤ Ŵ(ũ) = Ŵ(u).

(7.3.3) Lemma (Senken der Willmore-Energie III).
Seien a, α > 0 und u ∈ Nα([−a, a]) mit #Krit(u) < ∞. Dann gibt es zu ρ ∈ (0, a] ein
uρ ∈ Nα([−ρ, ρ]) mit #Krit(uρ) ≤ #Krit(u), so daß

Ŵ(uρ) ≤ Ŵ(u).

Gilt u′ < 0 in einer punktierten Umgebung von a, so läßt sich auch u′ρ < 0 in einer
punktierten Umgebung von ρ erreichen.

Beweis. Wegen #Krit(u) <∞ gilt u 6≡ α. Sei x0 := min[Krit(u) ∩ R∗
+] der erste positive

kritische Punkt (der nach Voraussetzung u′(a) = 0 existiert). Nun wollten wir zwei Fälle
unterscheiden

(i) u′ ≥ 0 in [0, x0]
Nach Lemma (7.3.2) gibt es ein v ∈ Nu(x0)([−x0, x0]) mit geringerer Willmore-
Energie (auf dem Intervall [−x0, x0]), so daß v′ ≤ 0 auf [0, x0]. Nach Ersetzen von u
durch v auf [−x0, x0] brauchen wir nur noch den anderen Fall zu betrachten.

(ii) u′ ≤ 0 in [0, x0]
Nach Lemma (7.3.1) gibt es für alle r ∈ (0, x0] ein vr ∈ Nu(x0)([−r, r]) mit niedrigerer
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Willmore-Energie, so daß v′r ≤ 0 auf [0, r]. Definiere für 0 < r < x0 ≤ a die
Abbildung

ur : [−a + (x0 − r), a− (x0 − r)]→ R,

x 7→







u(x+ x0 − r), x ∈ (r, r + (a− x0)],

vr(x), x ∈ [−r, r],
u(x− x0 + r), x ∈ [−r − (a− x0),−r).

Dann ist ur ∈ Nα([−a + (x0 − r), a− (x0 − r)]), mit

Ŵ (ur) ≤ Ŵ(u).

Da r ∈ (0, x0) beliebig ist, haben wir die Behauptung also für ρ ∈ (a−x0, a] gezeigt
(für ρ = a wähle uρ = u).
Ist (Krit(u)∩R∗

+)\{x0} 6= ∅ setzen wir x1 := min[(Krit(u)∩R∗
+)\{x0}] und verkürzen

die Funktion u zu einer Funktion v ∈ Nα([−a+ x0, a− x0]), in dem wir „−x0 an x0

kleben“, dies soll bedeuten

v : [−a + x0, a− x0]→ R, x 7→
{

u(x+ x0), x ∈ [0, a− x0],

u(x− x0), x ∈ [−a + x0, 0).

Nach Wiederholung des vorigen Argumentes haben wir nun die Behauptung für
ρ ≥ a− x0 − (x1 − x0) = a− x1 (da x1 − x0 der nächste kritische Punkt von v ist)
gezeigt. Durch Iterieren des Arguments erhalten wir schließlich die Behauptung. Der
Prozeß terminiert, da u nur endlich viele kritische Punkte besitzt, deren größter a
ist und wir durch die Konstruktion von v stets zwei kritische Punkte (davon einen
positiven) entfernen.

Die Funktion wurde bei der Konstruktion immer im Inneren und nicht an den Intervallen-
den geändert, das heißt falls u′ < 0 in einer punktierten Umgebung von a, so haben wir in
jedem Konstruktionsschritt Funktionen mit derselben Eigenschaft am rechten Randpunkt
des Definitionsintervalls vorliegen, so daß damit auch der letzte Teil der Behauptung be-
wiesen ist.

(7.3.4) Korollar (Senken der Willmore-Energie IV, verschiedene Randwerte).
Seien a > 0 und α′ ≥ α > 0. Zu u ∈ Nα(Ī) mit #Krit(u) <∞ gibt es ein v ∈ Nα′(Ī) mit
#Krit(v) ≤ #Krit(u), so daß

Ŵ(v) ≤ Ŵ(u).

Gilt u′ < 0 in einer punktierten Umgebung von a, so läßt sich dies auch für v erreichen.

Beweis. Nach Lemma (7.3.3) gibt es zu ρ ∈ (0, a] ein uρ ∈ Nα([−ρ, ρ]) mit #Krit(uρ) ≤
#Krit(u), so daß

Ŵ(uρ) ≤ Ŵ(u).

Wähle

ρ0 := a
α

α′
︸︷︷︸
≤1

≤ a ⇒ ρ0

a
=
α

α′ ≤ 1.
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Nach der Skalierungseigenschaft Lemma (6.2.1) gilt für die auf [−a, a] hochskalierte Ver-
sion

v : [−a, a]→ R, x 7→ a

ρ0
uρ0

(ρ0

a
x
)

ebenfalls

Ŵ(v) = Ŵ(uρ0) ≤ Ŵ(u).

Weiterhin ist u ∈ N(a/ρ0)uρ0 (ρ0)([−a, a]), und wegen

a

ρ0
uρ0(ρ0) =

a

ρ0
α =

a

a α
α′

α = α′

folgt die Behauptung. Der Nachsatz ergibt sich aus dem Nachsatz zu Lemma (7.3.3).

(7.3.5) Satz (Monotonie der optimalen Willmore-Energie).
Seien a > 0 und 0 < α ≤ α′, dann gilt

inf
Wα′ (I)

Ŵ ≤ inf
Wα(I)

Ŵ .

Beweis. Nach Proposition (6.5.2) könne wir uns bei einer Minimalfolge (un)n∈N ⊂Wα(I)
für infWα(I) Ŵ auf Polynome in Nα(Ī) beschränken, die insbesondere endlich viele kriti-
sche Punkte haben, so daß Korollar (7.3.4) anwendbar ist. Damit finden wir zu jedem
Minimalfolgeglied un ein vn ∈ Nα′(Ī) mit niedrigerer Willmore-Eergie, so daß direkt
die Behauptung folgt.

7.4 A-priori Schranken an die Minimalfolge

In diesem Abschnitt wollen wir die für den Existenzsatz (6.7.1) benötigten a-priori Schran-
ken an eine Minimalfolge nachweisen. Dafür zeigen wir zunächst, daß wir uns auf Funk-
tionen, die auf [0, a] monoton fallend sind beschränken können.

(7.4.1) Satz (Einschränkung auf in (0, a) fallende Funktionen).
Seien a, α > 0. Zu u ∈ Nα(Ī) mit #Krit(u) <∞ existiert ein v ∈ Nα(Ī) mit #Krit(v) ≤
#Krit(u), so daß

v′ ≤ 0 auf [0, a] und Ŵ(v) ≤ Ŵ(u).

Beweis. Wir nehmen ohne Einschränkung an, daß u die gewünschte Eigenschaft u′ ≤ 0
auf [0, a] noch nicht besitzt, denn ansonsten folgt die Behauptung mit der Wahl v = u.
Dann gibt es ein letztes Intervall [x0, x1], auf dem u monoton wachsend ist, d.h. es exi-
stieren x0, x1 ∈ [0, a], x0 < x1 mit

u′ > 0 in (x0, x1), u
′ ≤ 0 auf [x1, a] und u′(x0) = u′(x1) = 0.

Damit gilt also auch u(x0) < u(x1). Nun führen wir folgende Konstruktion durch, falls
x0 = 0 überspringe den ersten Schritt
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(i) 1. Schritt
Definiere α1 := u(x1) > u(x0) =: α0. Nach Korollar (7.3.4) existiert ein w1 ∈
Nα1([−x0, x0]) mit #Krit(w1) < #Krit(u|[−x0,x0]), so daß

Ŵ(w1) ≤ Ŵ(u|[−x0,x0]).

(ii) 2. Schritt
Definiere

ṽ1 : [−x1, x1]→ R, x 7→







u(x+ (x1 + x0)), x ∈ [−x1,−x0],

w1(x), x ∈ (−x0, x0),

u(x− (x1 + x0)), x ∈ [x0, x1].

Nach Lemma (A.7.1) erhalten wir eine Funktion in Nu(x0)([−x1, x1]) mit ṽ′1 ≤ 0 auf
[x0, x1] und #Krit(ṽ1) ≤ #Krit(u|[−x1,x1]), da jeder einzelne Abschnitt höchstens so
viele kritische Punkte besitzt, wie der ensprechende Abschnitt von u. Es gilt

Ŵ(ṽ1) ≤ Ŵ (u|[−x1,x1]).

Nach Korollar (7.3.4) gibt es ein v1 ∈ Nu(x1)([−x1, x1]) mit niedrigerer Willmore-
Energie und #Krit(v1) ≤ #Krit(ṽ1). In der Konstruktion im Beweis von Lemma
(7.3.3), welche im Beweis von Korollar (7.3.4) verwendet wird, wird die Funktion
nicht auf dem letzten Intervall I ′, auf dem v′ festes Vorzeichen besitzt, geändert,
sofern ρ > |I ′| gilt. Das heißt wegen ṽ′1 ≤ 0 auf I ′ := [x0, x1] gilt für v1 = ṽ1ρ0

(mit
ρ0 aus der Konstruktion in Korollar (7.3.4))

v′1 ≤ 0 auf [x0, x1],

denn falls

(a) ρ0 > x1 − x0

ist dies nach Konstruktion (s.o.) ohnehin klar.

(b) ρ0 ≤ x1 − x0

befinden wir uns bei der Konstruktion von ṽ1ρ0
im letzten Schritt der Iteration

bei Lemma (7.3.3) im zweiten Fall, d.h. es gibt nur noch einen positiven krit-
schen Punkt y und auf dem Intervall [0, y] besitzt die Funktion Ableitung ≤ 0,
so daß wir durch die Konstruktion von Korollar (7.3.3) ebenfalls eine Funktion
v1 mit der gewünschten Eigenschaft erhalten.

Setze

u1 : [−a, a]→ R, x 7→
{

v1(x), x ∈ [−x1, x1],

u(x), sonst.

Dann gilt u1 ∈ Nα(Ī), #Krit(u1) ≤ #Krit(u) und

Ŵ(u1) = Ŵ(v1) + 2Ŵ(u|[x1,a]) ≤ Ŵ(ṽ1) + 2Ŵ(u|[x1,a])

≤ Ŵ(u|[−x1,x1]) + 2Ŵ(u|[x1,a]) = Ŵ(u).
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Damit haben wir das Vorzeichen von u′ auf dem letzten „falschen“ Intervall korrigiert
und die Willmore-Energie nicht vergrößert. Durch sukzessive Anwendung dieses
Argumentes erhalten wir die Behauptung. Die Anzahl der „schlechten“ Intervalle,
auf denen u′ > 0 bzw. u′i > 0 ist, wird in jedem Schritt u→ u1 bzw. ui → ui+1 um
Eins reduziert und es gibt weniger als #Krit(u), bzw. #Krit(ui) solcher Intervalle.
Damit terminiert der Prozeß, wegen

#Krit(u1) ≤ #Krit(u) bzw. #Krit(ui+1) ≤ #Krit(ui).

Nun sind wir in der Lage die anfangs angekündigten Schranken an eine Minimalfolge
nachzuweisen.

(7.4.2) Korollar (A-priori Schranken an die Minimalfolge).
Für a, α > 0 können wir eine Minimalfolge (un)n∈N ⊂ Nα(Ī) für das Variationsproblem
(7.1) mit folgenden Eigenschaften wählen

u′n(x) ≤ 0 und 0 ≤ x+ un(x)u′n(x) für alle x ∈ [0, a] und alle n ∈ N, (7.2)

was insbesondere bedeutet, daß

α ≤ un(x) ≤
(
α2 + a2 − x2

)1/2 ≤ α + a und (7.3)

|u′n(x)| ≤
|x|
α

(7.4)

für alle x ∈ [−a, a] und alle n ∈ N.

Beweis. Nach Proposition (6.5.2) und Satz (7.4.1) können wir uns bei einer Minimalfolge
(un)n∈N für infWα(I) Ŵ auf Funktionen einschränken, für welche u′n ≤ 0 auf [0, a] gilt.
Sei n ∈ N beliebig aber fest gewählt. Für x ∈ {0, a} ist die Ungleichung in (7.2) klar.
Angenommen es gibt ein x ∈ (0, a), für welches die Ungleichung nicht erfüllt ist. Sei

x0 := sup{x ∈ [0, a] | x+ un(x)u
′
n(x) < 0},

dann gilt aufgrund der Stetigkeit von f : [0, a]→ R, x 7→ x+un(x)u
′
n(x) und f(a) = a > 0,

daß x0 ∈ (0, a) und 0 = x0 + un(x0)u
′
n(x0). Nun läßt sich dieselbe Konstruktion wie in

Lemma (7.3.1) durchführen; die Normale an den Graphen in x0 ist eine Urpsrungsgera-
de, so daß wir mittels Ersetzen durch den entsprechenden geodätischen Kreisbogen auf
[−x0, x0] eine Funktion ũ mit Ŵ(ũ) ≤ Ŵ(u) erhalten, die auf [x0, a] die Ungleichung
erfüllt und für welche auf [0, x0] wegen

x+ (R2 − x2)1/2 −x
(R2 − x2)1/2

= 0

(wobei R der Radius des Kreises ist) die Ungleichung ebenfalls erfüllt ist. Damit können
wir für den weiteren Beweis von Ungleichung (7.3), die Gültigkeit von (7.2) annehmen.
Wegen u′n ≤ 0 auf [0, a] und un(a) = α folgt α ≤ un auf [−a, a]. Weiter gilt

−x ≤ un(x)u
′
n(x) ===⇒

un>0
− x

un(x)
≤ u′n(x) ≤ 0 auf [0, a].
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Für x ∈ Ī erhalten wir also aufgrund der Symmetrie

|u′n(x)| ≤
|x|
un(x)

≤ |x|
α
.

Es gilt also

−
(

1

2
un(x)2

)′
= −un(x)u′n(x) ≤ x

und damit

−1

2
un(a)2

︸ ︷︷ ︸

=α2

+
1

2
un(x)2 = −

∫ a

x

(
1

2
un(y)

2

)′
dy ≤

∫ a

x

y dy =
1

2
a2 − 1

2
x2,

und damit auch un(x)
2 ≤ a2 − x2 + α2 für x ∈ Ī.

7.5 Existenz von Minimierern

Nun fassen wir die Hauptergebnisse dieses Kapitels zusammen in folgendem

(7.5.1) Satz (Existenz von klassischen Minimierern).
Seien a, α > 0, dann gibt es einen Minimierer u von Ŵ in Wα(I) ∩ C∞(Ī) mit

u′(x) ≤ 0 und 0 ≤ x+ u(x)u′(x) für alle x ∈ [0, a]

und

α ≤ un(x) ≤
(
α2 + a2 − x2

)1/2 ≤ α + a sowie

|u′n(x)| ≤ |x|
α

für alle x ∈ [−a, a].

Zudem erfüllt u das (zur Euler-Lagrange-Gleichung und Funktionenklasse gehörige)
Dirichlet-Problem







κh(u)
3 1

u2
− 2κh(u)

1

u2
+ 2

1

u(1 + u′2)1/2

d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

= 0 in (−a, a)

u(±a) = α, u′(±a) = 0.

Damit gibt es auch einen Minimierer ū = π
2
u von W in Wπα/2(I).

Beweis. Die a-priori Schranken aus Korollar (7.4.2) zusammen mit dem Existenzsatz
(6.7.1) und dem Regularitätssatz (6.8.1) liefern die Existenz und Regularität eines Mini-
mierers u ∈Wα(I)∩C∞(Ī) von Ŵ in Wα(I). Die Ungleichungen ziehen sich aufgrund der
C1(Ī)-Konvergenz durch. Die Tatsache, daß u das Dirichlet-Problem löst ergibt sich
aus Lemma (6.6.1).
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A.7 Anhang zu Kapitel 7

(A.7.1) Lemma (Klebelemma).
Seien a < b < c und u1 ∈ C0,1 ([a, b]), u2 ∈ C0,1 ([b, c]) mit u1(b) = u2(b), dann ist

u : [a, c]→ R, x 7→
{

u1(x), x ∈ [a, b]

u2(x), x ∈ (b, c]

in C0,1([a, c]) und Lip(u) ≤ Lip(u1) + Lip(u2).

Beweis. Seien x1, x2 ∈ [a, c] und ohne Einschränkung x1 ∈ [a, b] und x1 6= x2 ∈ [b, c] (falls
umgekehrt, dann Bezeichnungen tauschen, ansonsten ist das Folgende ohnehin klar), dann
gilt

|u(x1)− u(x2)|
|x1 − x2|

≤ |u(x1)− u(b)|
|x1 − x2|

+
|u(b)− u(x2)|
|x1 − x2|

≤ |u(x1)− u(b)|
|x1 − b|

+
|u(b)− u(x2)|
|b− x2|

≤ Lip(u1) + Lip(u2).

(A.7.2) Lemma (Hyperbolische Krümmung von Kreisen).
Für einen Kreisbogen mit Mittelpunkt (X, Y ) und Radius r in der oberen Halbebene gilt
(für jede beliebige reguläre Parametrisierung)

κh ≡
Y

r
.

Beweis. Der Kreis wird als Graph beschrieben durch u(x) = Y −
√

r2 − (x−X)2. Damit
gilt

u′(x) =
x−X

√

r2 − (x−X)2
und u′′(x) =

r2

√

r2 − (x−X)2
3 , also

1 + u′2(x) = 1 +
(x−X)2

r2 − (x−X)2
=

r2

r2 − (x−X)2
.

Für die Krümmung gilt

κh(u) =
uu′′ + 1 + u′2

(1 + u′2)3/2

=

Y r2√
r2−(x−X)2

3 − r2√
r2−(x−X)2

2 + r2

r2−(x−X)2

( r2

r2−(x−X)2
)3/2

=
Y

r
.

Aus der Definition der geodätischen Krümmung ist klar, daß wenn die Krümmung für
eine Parametrisierung konstant ist dies auch für alle anderen gilt.



Kapitel 8

Das Nitsche-Funktional

In diesem Kapitel zeigen wir die für den Existenzsatz (6.7.1) benötigten Schranken für
eine Minimalfolge des Nitsche-Funktionals, sowie einige weitere interessante Eigenschaf-
ten der Minimierer. Da wir im vorigen Abschnitt bereits ausführlich das Willmore-
Funktional betrachtet haben, wollen wir von nun an nur noch den Fall γ > 0 betrachten.
In dem ganzen Kapitel bezeichnen wir mit u0 ≡ α ∈ Wα(I) den Zylinder zu den gegebe-
nen Randwerten α > 0.

Zunächst wollten wir das Problem aus dem vorigen Abschnitt nocheinmal angeben

Wir betrachten für die Parameter a, α > 0, γ > 0 und H0 ∈ R mit I := (−a, a)
das Funktional

Fa,α
γ,H0

:Wα(I)→ R,

u 7→
∫

I

[(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

dx+
(
κe(u) + 2H0

)2
dS

]

mit dem folgenden Variationsproblem

Fa,α
γ,H0
→ min! in Wα(I).

8.1 Triviale Minimierer

Zunächst betrachten wir eine bestimmte Wahl von α, für welche die Minimierer immer
Zylinder sind.

(8.1.1) Lemma (Existenz trivialer Minimierer für α = 1/
√
γ).

Für α∗ = 1/
√
γ, H0 = 0 und beliebiges a > 0 ist der Zylinder u0 ≡ α∗ der eindeutige

Minimierer von Fa,α∗

γ,0 in Wα∗(I), und für alle α > 0 gilt

Fa,α∗

γ,0 (u0) < Fa,α
γ,0 (u) für alle u ∈ Wα(I), u 6= u0,

und damit insbesondere

Fa,α∗

γ,0 (u0) = inf
Wα∗(I)

Fa,α∗

γ,0 ≤ inf
Wα(I)

Fa,α
γ,0 .

83
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Beweis. Es gilt

0 = κe(u0)
2 ≤ κe(u)

2 für alle u in Wα(I).

Die Abbildung

f : (0,∞)→ R, x 7→ γx+
1

x

ist streng monoton fallend auf (0, 1/
√
γ), streng monoton wachsend auf (1/

√
γ,∞) und

besitzt genau ein Minimum, nämlich an der Stelle x = 1/
√
γ, denn

f ′(x) = γ − 1

x2
.

Für alle α > 0 und alle u ∈Wα(I) gilt also

Fa,α
γ,0 (u) =

∫

I

[(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

︸ ︷︷ ︸

≥f(1/
√

γ)=2
√

γ

dx+ κe(u)
2

︸ ︷︷ ︸
≥0

dS
︸︷︷︸
≥0

]

≥ 2
√
γ|I| = Fa,α∗

γ,0 (u0).

Ist u ∈Wα(I) für ein α > 0 und u 6= u0, dann gibt es, falls α 6= α∗, aufgrund der Stetigkeit
von u, u′ und der Randdaten ein ε ∈ (0, a) und J = (a− ε, a], so daß

u(x)(1 + u′(x)2)1/2 6= α∗ für alle x ∈ (a− ε, a].
Falls α = α∗, gibt es wegen u 6= u0 ein x ∈ I mit u(x) 6= α und u′(x) = 0. Mit derselben
Begründung wie zuvor gibt es eine Umgebung U ⊂ I von x mit

u(x)(1 + u′(x)2)1/2 6= α∗ für alle x ∈ U.
In beiden Fällen gilt also

Fa,α∗

γ,0 (u0) < Fa,α
γ,0 (u).

Nun zeigen wir, daß es für beliebiges H0 Zylinder gibt, die zumindest Extremale sind.

(8.1.2) Lemma (Zylinder u0 ≡ 1/
√

4H2
0 + γ sind Extremale).

Für γ > 0, H0 ∈ R, α = 1/
√

4H2
0 + γ und beliebiges a > 0 lösen die Zylinder

u0 ≡
1

√

4H2
0 + γ

∈Wα(I)

die Euler-Lagrange-Gleichung aus Lemma (6.6.1).

Beweis. Einsetzen einer konstanten Funktion u0 ≡ α in die Euler-Lagrange-Gleichung
ergibt

1

α2
− 2

1

α2
+ 0 + (4H2

0 + γ)(2− 1) + 0 = − 1

α2
+ (4H2

0 + γ) = 0.

Dies gilt also genau dann (beachte α > 0), wenn

α =
1

√

4H2
0 + γ

.
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8.2 Nichttriviale Minimierer

In Abschnitt 8.1 haben wir gezeigt, daß für H0 = 0 und α = 1/
√
γ die Zylinder u0 ≡ α die

eindeutigen absoluten Minimierer von Fa,α
γ,0 in Wα((−a, a)) sind. Nun stellt sich die Frage,

ob alle Minimierer von dieser Gestalt sind. Wir wollen jetzt also zeigen, daß es für H0 = 0
außer den Zylindern aus Lemma (8.1.1), keine weiteren Zylinder gibt, die Minimierer sind.

(8.2.1) Lemma (Nichttriviale Minimierer).
Seien γ > 0, H0 = 0, a > 0 und α 6= 1/

√
γ. Ist u ∈ Wα(I) ein Minimierer von Fa,α

γ,0 in
Wα(I), so gilt u 6= u0 ≡ α.

Beweis. Angenommen u = u0, dann ist u ∈ C∞(Ī) und erfüllt die Euler-Lagrange-
Gleichung. Dies kann aber nach der Rechnung im Beweis von Lemma (8.1.2) für eine
konstante Funktion nur dann der Fall sein, wenn α = 1/

√
γ.

8.3 A-priori Schranken an die Minimalfolge

In diesem Abschnitt zeigen wir die für den Existenzsatz (6.7.1) benötigten Schranken an
die Minimalfolge.

Es zeigt sich, daß für Funktionen u mit zu großem Maximum oder zu kleinem Minimum
für bestimmte Parameterkonstellationen der Flächenterm

∫

I
u(1 + u′2)1/2 dx zusammen

mit den fixierten Randwerten α dafür sorgt, daß die Nitsche-Energie Fa,α
γ,H0

(u) größer als
die des Zylinders u0 wird.

(8.3.1) Lemma (Obere Schranken an u).
Seien α, γ > 0, ein H0 ∈ R und a > 0 gegeben. Gilt

max
Ī
u := M ≥ a

γα

(

γα +
1

α
+ 4H2

0α

)

+ α,

für ein u ∈Wα(I), so ist

Fa,α
γ,H0

(u0 ≡ α) < Fa,α
γ,H0

(u).

Beweis. Es gilt

Fa,α
γ,H0

(u) =

∫

I

γu(1 + u′2)1/2 dx+

∫

I

[
1

u(1 + u′2)1/2
dx+ (κe(u) + 2H0)

2 dS

]

︸ ︷︷ ︸
>0

>

∫

I

γu(1 + u′2)1/2 dx

≥ αγ

∫

{u≥α}
(1 + u′2)1/2 dx

︸ ︷︷ ︸

Länge der Kurve oberhalb α

> αγ2(M − α)

Bed. an a
≥ 2a(γα +

1

α
+ 4H2

0α)

= Fa,α
γ,H0

(u0 ≡ α).

Beachte {x ∈ I | u(x) ≥ α} 6= ∅ aufgrund der Randwerte und der Voraussetzung an das
Maximum.
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(8.3.2) Lemma (Untere Schranken für u).
Seien α, γ > 0, ein H0 ∈ R und 0 < c < α gegeben. Gilt

γαc(α− c)
(γ + 4H2

0 )α2 + 1
≥ a > 0 (8.1)

und ist für ein u ∈Wα(I) die Bedingung minĪ u ≤ c erfüllt, so gilt

Fa,α
γ,H0

(u0 ≡ α) < Fa,α
γ,H0

(u).

Beweis. Es gilt

Fa,α
γ,H0

(u) =

∫

I

γu(1 + u′2)1/2 dx+

∫

I

[
1

u(1 + u′2)1/2
dx+ (κe(u) + 2H0)

2 dS

]

︸ ︷︷ ︸
>0

>

∫

I

γu(1 + u′2)1/2 dx

≥ cγ

∫

{u≥c}
(1 + u′2)1/2 dx

︸ ︷︷ ︸

Länge der Kurve oberhalb c

min u≤c
> cγ2(α− c)

Bed. an a
≥ 2a(γα +

1

α
+ 4H2

0α)

= Fa,α
γ,H0

(u0 ≡ α).

Beachte {x ∈ I | u(x) ≥ c} 6= ∅ aufgrund der Randwerte und der Voraussetzung an das
Minimum.

(8.3.3) Bemerkung (Minimalfolge gleichmäßig nach unten beschränkt).
Sind die Voraussetzungen aus dem vorigen Lemma erfüllt, so können wir eine Minimalfolge
(un)n∈N für Fa,α

γ,H0
in Wα(I) wählen mit

un ≥ c für alle n ∈ N.

Beweis. Sei (ũn)n∈N ⊂Wα(I) eine Minimalfolge für Fa,α
γ,H0

. Sei

n ∈ J := {n ∈ N | min
Ī
ũn < c},

dann gilt nach Lemma (8.3.2)

Fa,α
γ,H0

(u0 ≡ α) ≤ Fa,α
γ,H0

(ũn). (8.2)

Nun setzen wir

un :=

{

u0, n ∈ J,
ũn, sonst.

Dann gilt un ≥ c für alle n ∈ N und wegen (8.2) bleibt (un)n∈N eine Minimalfolge.

Wir bezeichnen mit L(u) :=
∫

I
(1 + u′2)1/2 dx die Länge von u ∈Wα(I).
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(8.3.4) Korollar.
Seien α, γ > 0, ein H0 ∈ R und 0 < c < α gegeben. Gilt

γαc(α− c)
(γ + 4H2

0 )α2 + 1
≥ a > 0,

und sind für ein u ∈Wα(I) die Bedingung u ≥ c und L(u) ≥ 2(α− c) erfüllt, so gilt

Fa,α
γ,H0

(u0 ≡ α) < Fa,α
γ,H0

(u).

Beweis. Vollkommen analog zu Lemma (8.3.2) mit
∫

I

u(1 + u′2)1/2 dx ≥ cL(u) ≥ c2(α− c).

(8.3.5) Bemerkung.
Falls a die Bedingung (8.1) aus Lemma (8.3.2) und Korollar (8.3.4) erfüllt und 0 < c < α
ist, gilt stets a < (α− c), denn

γαc

(γ + 4H2
0 )α2 + 1

=
c

α +
4H2

0α

γ
+

1

γα
︸ ︷︷ ︸

≥0

< 1, da c < α.

Bei verschwindender Spontankrümmung H0 = 0 kann man sich für bestimmte Parame-
terkonstellationen bei einer Minimalfolge für Fa,α

γ,0 auf Funktionen beschränken, die auf
dem Teilintervall (−a, 0) monoton fallend sind. Wir möchten den Leser daran erinnern,
daß wir mit Krit(u) die Menge der kritischen Punkte von u bezeichnen.

(8.3.6) Lemma (Einschränkung auf monoton fallende Funktionen auf (−a, 0)).
Seien γ > 0, H0 = 0 und α > 1√

γ
, sowie

γαc(α− c)
γα2 + 1

≥ a > 0 für ein α > c >
1√
γ

gegeben.

Dann existiert zu einem Element u ∈ Wα(I) einer Minimalfolge für Fa,α
γ,0 in Wα(I) mit

#Krit(u) <∞ ein ũ ∈Wα(I) mit

• ũ = u0(≡ α), oder

• #Krit(ũ) ≤ #Krit(u)

und ũ′ ≤ 0 auf [−a, 0], so daß

Fa,α
γ,0 (ũ) ≤ Fa,α

γ,0 (u).

Beweis.

(i) Wir konstruieren vom linken Rand aus zum Nullpunkt einen ersten Kandidaten ū
induktiv wie folgt:
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Abbildung 8.1: Konstruktion aus Lemma (8.3.6), die
dünn gezeichnete Funktion wird zur
dick gezeichneten „umgebaut“.

(a) Wir unterteilen das Intervall [−a, 0] in (endlich viele, vom linken Rand aus
durchnummerierte) Teilintervalle Ii = [ai, bi], i ≥ 1 (d.h. ai = bi−1) und
I0 = [a0, b0] = {−a}, wobei die Intervallgrenzen kritische Punkte sind, und
im Inneren dieser Intervalle keine weiteren kritischen Punkte liegen (dies geht
nach der Voraussetzung #Krit(u) < ∞). Die Ableitung u′ besitzt dann auf
dem Inneren dieser Teilintervalle jeweils festes Vorzeichen.

(b) Setze ū|I0 = u|I0, d.h. ū(−a) = u(−a) = α.

(c) Seien ū|I0, . . . , ū|Ii−1
schon konstruiert.

(d) Ist u auf Ii = [ai, bi] monoton wachsend, so spiegeln wir u|Ii
an der Paralle-

len zur x-Achse durch u(ai) (der entsprechende Abschnitt wird „nach unten
geklappt“) und verschieben die so erhaltene Funktion u∗i um

−u∗i (ai) + ū(bi−1) = −u(bi−1) + ū(bi−1) = −u(ai) + ū(ai)

in y-Richtung („schieben den geklappten Abschnitt soweit in y-Richtung, daß
wir C1,1-Anschluß an den zuvor konstruierten Abschnitt bekommen“).

(e) Ist u auf Ii = [ai, bi] monoton fallend, so verschieben wir den entsprechenden
Abschnitt um −u(ai) + ū(bi−1) in y-Richtung.

(f) Die so erhaltene Funktion ū auf [−a, 0] spiegeln wir an der y-Achse um ū ∈
Wα(I) zu erhalten.

(ii) Diese Konstruktion liefert ein ū ∈ C1,1(Ī) mit denselben Randwerten wie u sowie
|ū′| = |u′| auf I und |ū′′| = |u′′| fast überall auf I. Weiter gilt ū ≤ u. Dies zeigen wir
durch Induktion. Für i = 0 ist trivialerweise ū|Ii

≤ u|Ii
. Die Verschiebung

vi := −u(bi−1) + ū(bi−1),
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welche vorgenommen werden muß, um ū|Ii
aus u∗i ≤ u|Ii

zu erhalten, erfüllt daher
wegen der Induktionsvoraussetzung ū|Ii−1

≤ u|Ii−1
die Ungleichung vi ≤ 0. Damit

gilt auch ū|Ii
≤ u|Ii

.

(iii) Nach Bemerkung (8.3.3) (beachte Bedingung an a) können wir uns bei einer Mini-
malfolge auf u ≥ c einschränken. Angenommen es gibt einen Punkt x0 ∈ I, so daß
ū(x0) < c, dann folgt direkt aus den oben bemerkten Eigenschaften

L(u) = L(ū) > 2(α− c),

so daß nach Korollar (8.3.4) für H0 = 0, wegen u ≥ c, auch

Fa,α
γ,0 (u0 ≡ α) ≤ Fa,α

γ,0 (u).

In diesem Fall setzen wir ũ ≡ α, welches die geforderten Eigenschaften besitzt.

(iv) Wenn es kein solches x0 wie in Punkt (iii) gibt, setzen wir ũ := ū. Dann gilt also
ũ ≥ c > 0 und damit ũ ∈ Wα(I) (dazu war nur noch ũ > 0 zu zeigen). Weiter gilt
(falls ũ 6≡ α)

1√
γ
≤ c ≤ ũ(1 + ũ′2)1/2 = dS(ũ) ≤ u(1 + u′2)1/2 = dS(u),

und aufgrund der wachsenden Monotonie von g(x) = γx+ 1/x für x ≥ 1/
√
γ folgt

γũ(1 + ũ′2)1/2 +
1

ũ(1 + ũ′2)1/2
≤ γu(1 + u′2)1/2 +

1

u(1 + u′2)1/2

und

κe(ũ)
2 =

ũ′′2

(1 + ũ′2)3
=

u′′2

(1 + u′2)3
= κe(u)

2.

Insgesamt gilt also

Fa,α
γ,0 (ũ) ≤ Fa,α

γ,0 (u).

(8.3.7) Korollar (Zusammenfassung verbesserte Minimalfolge).
Seien γ > 0, H0 = 0 und α > 1√

γ
, sowie

γαc(α− c)
γα2 + 1

≥ a > 0 für ein α > c >
1√
γ

gegeben.

Dann können wir für eine Minimalfolge (uk)k∈N ⊂ Wα(I) für Fa,α
γ,0 ohne Einschränkung

annehmen, daß uk monoton fallend auf [−a, 0] ist und

c ≤ uk ≤ α sowie L(uk) < 2(α− c) für alle k ∈ N gilt.

Beweis. Proposition (6.5.2), Lemma (8.3.2), Bemerkung (8.3.3), Korollar (8.3.4) und Lem-
ma (8.3.6).
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Um den Existenzsatz (6.7.1) anwenden zu können, müssen wir nun noch eine gleichmäßige
Schranke für die Ableitungen der Minimalfolge nachweisen.

(8.3.8) Proposition (Schranken an u′).
Seien α, γ > 0, ein H0 ∈ R und α > c ≥ 1√

γ
gegeben. Gilt

0 < a <
1

√
1
c
(γ(α− c) + ( 1

α
− 1

c
) + 4H2

0α) + 2|H0|
(8.3)

und ist für ein Element u ∈Wα(I) einer Minimalfolge für Fa,α
γ,H0

mit

Fa,α
γ,H0

(u) ≤ Fa,α
γ,H0

(u0 ≡ α)

die Bedingung u(1 + u′2)1/2 ≥ c erfüllt, so gilt

|u′| ≤ K√
1−K2

mit

K :=
a√
c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

+ 4H2
0α

]1/2

+ 2|H0|a.

Beweis.

(i) Die obere Schranke an a in (8.3) ist wohldefiniert. Für H0 6= 0 ist dies klar. Es ist

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

=
γαc(α− c)

αc
+
c− α
αc

!
> 0 ⇔ γαc− 1

!
> 0.

Dies ist genau dann der Fall, wenn

c >
1

γα
,

es gilt

α >
1√
γ
⇒ 1 >

1

α
√
γ
⇒ c ≥ 1√

γ
>

1

α
√
γ

1√
γ

=
1

αγ
.

(ii) Es gilt für alle x, y ∈ I mit x < y nach dem Hauptsatz der Differential und Integral-
rechnung (beachte dessen Gültigkeit für Sobolev-Funktionen im eindimensionalen
Setting [A, U.1.6, S.67f.])

u′(y)

(1 + u′(y)2)1/2
+ 2H0y −

u′(x)

(1 + u′(x)2)1/2
− 2H0x =

∫ y

x

([
u′(z)

(1 + u′(z)2)1/2

]′
+ 2H0

)

dz

=

∫ y

x

(κe + 2H0) dz.
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Damit gilt also
∣
∣
∣
∣

u′(y)

(1 + u′(y)2)1/2
+ 2H0y −

u′(x)

(1 + u′(x)2)1/2
− 2H0x

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ y

x

(κe + 2H0) dz

∣
∣
∣
∣

≤
∫ y

x

|κe + 2H0| dz

≤
∫

I

|κe + 2H0| dx

≤ |I|1/2

[∫

I

|κe + 2H0|2 dx

]1/2

.

(8.4)

Wir betrachten nun x = −y, wegen x < y ist dann y ≥ 0. Aufgrund der Symmetrie
von u gilt
∣
∣
∣
∣

u′(y)

(1 + u′(y)2)1/2
+ 2H0y −

u′(x)

(1 + u′(x)2)1/2
− 2H0x

∣
∣
∣
∣
= 2

∣
∣
∣
∣

u′(y)

(1 + u′(y)2)1/2
+ 2H0y

∣
∣
∣
∣
.

(8.5)

Für z ∈ Ī setze

f(z) := fu(z) :=
u′(z)

(1 + u′(z)2)1/2
.

Nun wählen wir y, so daß (einer der beiden Fälle tritt ein)

f(y) = ±max
z∈I

u′(z)

(1 + u′(z)2)1/2
. (8.6)

Jetzt lösen wir den Betrag in |±max f(y) + 2H0y| auf.

(a) Im Fall H0 > 0 gilt (beachte max f ≥ 0)

i. „+“ . . . = max f + 2H0y

ii. „−“

A. . . . = 2H0y − max f , falls 2H0y ≥ max f , dann sind die Ableitungen
von u beschränkt, wenn (siehe Punkt (vi)) max f < 1 ist. Dies ist aber
der Fall, da nach Voraussetzung 1

2H0
> a, also

1 > 2H0a ≥ 2H0y ≥ max f.

B. . . . = max f − 2H0y sonst.

(b) Im Fall H0 < 0 gilt

i. „+“

A. . . . = −2H0y−max f , falls −2H0y ≥ max f , dann sind die Ableitungen
von u beschränkt, wenn (siehe Punkt (vi)) max f < 1 ist. Dies ist aber
der Fall, da nach Voraussetzung 1

2|H0| > a, also

1 > 2|H0|a ≥ 2|H0|y ≥ max f.
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B. . . . = max f + 2H0y sonst.
ii. „−“ . . . = max f − 2H0y

(c) Im Fall H0 = 0 gilt einfach . . . = max f .

Dies bedeutet, wir können für den weiteren Beweis |±max f+2H0y| = max f±2H0y
annehmen, da wir ansonsten schon Schranken für u′ gefunden haben (beachte ±
korrespondiert hier nicht mit den entsprechenden Symbolen in (8.6), sondern wird
nur verwendet, um beide Fälle gleichzeitig zu betrachten).

(iii) Wir haben also nach (8.4) und (8.5)

4(max f ± 2H0y)
2

|I| ≤
∫

I

|κe + 2H0|2 dx

und erhalten damit wegen u(1 + u′2)1/2 ≥ c die Abschätzung

4c(max f ± 2H0y)
2

|I| ≤
∫

I

|κe + 2H0|2 dS. (8.7)

(iv) Da die Funktion g(z) = γz + 1
z

für z ≥ 1√
γ

streng monoton wachsend ist und nach

Voraussetzung u(1 + u′2)1/2 ≥ c ≥ 1√
γ

ist, gilt

|I|
(

γc+
1

c

)

≤
∫

I

(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

dx. (8.8)

Zusammensetzen der Ungleichungen (8.7) und (8.8) liefert

|I|
(

γc+
1

c

)

+
4c(max f ± 2H0y)

2

|I|

≤
∫

I

(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

dx+

∫

I

|κe + 2H0|2 dS

= Fa,α
γ,H0

(u)

Vor.
≤ Fa,α

γ,H0
(u0 ≡ α)

= |I|
(

γα +
1

α
+ 4H2

0α

)

.

(v) Damit ergibt sich (die Fallunterscheidung ist so gemacht, daß in beiden Fällen
max f ± 2H0y ≥ 0 ist)

max f ± 2H0y ≤
|I|

2
√
c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

+ 4H2
0α

]1/2

also

max f ≤ |I|
2
√
c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

+ 4H2
0α

]1/2

∓ 2H0y

≤ |I|
2
√
c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

+ 4H2
0α

]1/2

+ 2|H0|a

Beachte, daß diese Ungleichung insbesondere auch in den Fällen (a) ii. A und (b)
i. A in Punkt (ii) gilt, da dort die obere Schranke an max f durch 2|H0|a gegeben
war.
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(vi) Gilt

max
z∈I

fu(z) = max
z∈I

u′(z)

(1 + u′(z)2)1/2
≤ K < 1,

so folgt für alle z ∈ I auch

u′(z) ≤ K(1 + u′(z)2)1/2

⇒ (1−K2)u′(z)2 ≤ K2

K<1⇒ |u′(z)| ≤ K√
1−K2

.

(Beachte, wegen u′ stetig, Ī kompakt und u′(±a) = 0 wird das Maximum im Inneren
von I angenommen, daher rechtfertigt sich die obige Schreibweise.)

(vii) Die Behauptung folgt nun direkt, da

2a

2
√
c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

+ 4H2
0α

]1/2

+ 2|H0|a
!
< 1

die für a vorausgesetzte Bedingung liefert.

8.4 (K)Eine obere Schranke für das Infimum

Wir zeigen zuerst, daß das Infimum infWα(I)Fa,α
γ,H0

in α unbeschränkt ist. Dieses Verhalten
wird durch das Flächenfunktional verursacht.

(8.4.1) Lemma (Infimum ist unbeschränkt in α).
Seien a > 0, γ > 0 und H0 ∈ R fest, dann gilt

lim
α→∞

inf
Wα(I)

Fa,α
γ,H0

=∞.

Beweis. Wähle α0(a, γ,H0), so daß die Bedingung (8.1) aus Lemma (8.3.2) für alle α ≥ α0

und c := α/2 erfüllt ist. Nach Lemma (A.8.1) ist dies stets möglich. Für α ≥ α0 läßt sich
also nach Bemerkung (8.3.3) eine Minimalfolge un ≥ α/2 wählen. Damit gilt

Fa,α
γ,H0

(un) ≥
∫

I

γun (1 + u′2n )1/2

︸ ︷︷ ︸
≥1

dx ≥ α

2
γ|I|.

Die Behauptung folgt dann aus

inf
Wα(I)

Fa,α
γ,H0
≥ α

2
γ|I| α→∞−−−→∞.

Nun beweisen wir noch, daß das Infimum zumindest für kleine α nach oben beschränkt
ist.
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(8.4.2) Lemma (Obere Schranke an das Infimum für kleine α).
Für alle a > 0, γ > 0, H0 = 0 und α ≤ a gilt

inf
Wα(I)

Fa,α
γ,0 ≤

8√
3
π + 10π + 4γa2

(
4

3

)1/2

.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunächst nur für a = 1 und benutzen die Testfunk-
tionen aus Lemma (7.2.1). Da dort bereits die optimale Willmore-Energie abgeschätzt
wurde, müssen wir uns nur noch um den vom Flächenfunktional erzeugten Anteil küm-
mern. Der Flächeninhalt des mittlere Kugelabschnitts u2 ist beschränkt durch die Hälfte
der Oberfläche der Kugel mit demselben Radius R = (1 + 4α2)1/2 − α, d.h.

A(u2) ≤
1

2
4πR2 = 2π

(
(1 + 4α2)1/2 − α

)2 ≤ 10π.

Für die beiden äußeren Stücke u1 gilt

A(u1) =

∫ 1

1− α

(1+4α2)1/2

(
2α− (4α2 − (|x| − 1)2)1/2

)

︸ ︷︷ ︸
≤2α

(

1 +
(|x| − 1)2

4α2 − (|x| − 1)2

)1/2

dx

≤ 2α

∫ 1

1− α

(1+4α2)1/2

(

1 +
α2

(1 + 4α2)(4α2 − (|x| − 1)2)

)1/2

dx

≤ 2α
α

(1 + 4α2)1/2

(

1 +
α2

(1 + 4α2)(4α2 − α2

(1+4α2)
)

)1/2

= 2α
α

(1 + 4α2)1/2

(

1 +
1

4 + 42α2 − 1

)1/2

≤ 2

(
4

3

)1/2

Seien nun a > 0 beliebig, γ > 0 und α ≤ a. Für diese Parameter folgt die Behauptung
nun aus der Skalierungseigenschaft Lemma (6.2.1) unter Beachtung von Korollar (6.2.3),
indem man die Parameter ã = 1, α̃ = α/a ≤ 1, γ̃ = a2γ und H̃0 = 0 mit r = 1/a
skaliert.

8.5 Monotonie der optimalen Nitsche-Energie

(8.5.1) Proposition (Wachsende Monotonie für α ≥ α̂).
Seien a > 0, γ > 0 und H0 ∈ R fest und ᾱ durch

a =
1
4
γᾱ3

(γ + 4H2
0 )ᾱ2 + 1

,

(d.h. die rechte Seite ist (8.1) aus Lemma (8.3.2) für c = ᾱ/2) nach Lemma (A.8.1)
eindeutig bestimmt. Setze α̂ := max{ᾱ, 2/√γ}, dann ist

α 7→ inf
Wα(I)

Fa,α
γ,H0
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monoton wachsend auf (α̂,∞).
Sind α̂ < α̃ < α und existiert für den Wert α ein Minimierer, so gilt sogar

inf
Wα̃(I)

Fa,α̃
γ,H0

< inf
Wα(I)

Fa,α
γ,H0

.

Beweis. Seien α, α̃ ∈ (α̂,∞) mit α̃ < α und (un)n∈N ⊂Wα(I) eine Minimalfolge für Fa,α
γ,H0

.
Definiere ũn = un − (α− α̃), dann gilt (ũn)n∈N ⊂Wα̃(I).

(i) Wir betrachten zunächst den Fall α̃ ≥ α/2 + 1/
√
γ. Nach Bemerkung (8.3.3) gilt

dann ohne Einschränkung uk ≥ α/2 (wir werden den Index k in der Folge zunächst
unterdrücken, da es nur um ein einzelnes Folgeglied geht) und damit

ũ = u− (α− α̃) ≥ α

2
− (α− α̃) = α̃− α

2
≥ 1√

γ
.

Weiter gilt

ũ < u, u′ = ũ′ und u′′ = ũ′′,

so dass

1√
γ
≤ ũ(1 + ũ′2)1/2 < u(1 + u′2)1/2

und damit aufgrund der strengen wachsenden Monotonie von x 7→ γx + 1/x für
x ≥ 1/

√
γ auch

Fa,α
γ,H0

(u) =

∫

I

[(

γu(1 + u′2)1/2 +
1

u(1 + u′2)1/2

)

︸ ︷︷ ︸

>γũ(1+ũ′2)1/2+ 1

ũ(1+ũ′2)1/2

dx+
(
κe(u)
︸ ︷︷ ︸

=κe(ũ)

+2H0

)2
dS
︸︷︷︸

>dS̃

]

> Fa,α
γ,H0

(ũ).

(ii) Für beliebige α, α̃ ∈ (α̂,∞) mit α̃ < α definieren wir die rekursive Folge (αn)n≥0 ⊂ R

durch

α0 := α und αn+1 :=
αn

2
+

1√
γ
.

Wegen α > α̃ > α̂ ≥ 2/
√
γ erfüllen αn und αn+1 nach Lemma (A.8.2) stets die

Bedingung aus Punkt (i) (insbesondere auch αn > αn+1), und es gibt ein n ∈ N, so
daß α̃ ≥ αn/2 + 1/

√
γ. Damit gilt (die im ersten Punkt konstruierte Funktion zu

den beiden Randwerten α0 und α1 bezeichnen wir mit v1 usw.)

Fa,α
γ,H0

(u) > Fa,α1

γ,H0
(v1) > . . . > Fa,αn

γ,H0
(vn) > Fa,α̃

γ,H0
(ũ).

(iii) Nach dem vorigen Punkt gilt also

inf
Wα(I)

Fa,α
γ,H0

= lim
k→∞
Fa,α

γ,H0
(uk) ≥ lim

k→∞
Fa,α̃

γ,H0
(ũk) ≥ inf

Wα̃(I)
Fa,α̃

γ,H0
.

(iv) Wenn die Existenz eines Minimierer u für Fa,α
γ,H0

in Wα(I) nachgewiesen ist, gilt nach
dem zweiten Punkt sogar die echte Ungleichung.
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8.6 Existenz von klassischen Minimierern

Zunächst wollen wir die Notation etwas vereinfachen.

(8.6.1) Bezeichnungen.
Wir bezeichnen die beiden oberen Schranken an a in den Voraussetzungen von Lemma
(8.3.2) und Proposition (8.3.8) mit F und G, d.h.

F (α, γ, c,H0) :=
γαc(α− c)

(γ + 4H2
0)α

2 + 1
,

G(α, γ, c,H0) :=
1

√
1
c
(γ(α− c) + ( 1

α
− 1

c
) + 4H2

0α) + 2|H0|
.

Nun fassen wir die Hauptergebnisse dieses Abschnitts zusammen in folgendem

(8.6.2) Satz (Existenz von klassischen Minimierern für das Nitsche-Funktional
mit γ > 0).
Seien γ > 0, H0 ∈ R und α > 1√

γ
. Für

0 < a < sup
1/

√
γ≤c<α

min{F (α, γ, c,H0), G(α, γ, c,H0)} =: AH0(α, γ)

gibt es einen Minimierer u ∈ C∞(Ī) ∩Wα(I) von Fa,α
γ,H0

in Wα(I). In diesem Fall gibt es
ein c ∈ [1/

√
γ, α), so daß

a < min{F (α, γ, c,H0), G(α, γ, c,H0)}, (8.9)

und es gilt

0 < c ≤ u ≤ a

γα

(

γα +
1

α
+ 4H2

0α

)

+ α (8.10)

|u′| ≤ K√
1−K2

(8.11)

für

K :=
a√
c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)

+ 4H2
0α

]1/2

+ 2|H0|a.

Zudem erfüllt u das (zur Euler-Lagrange-Gleichung und Funktionenklasse gehörige)
Dirichlet-Problem







κh(u)
3 1

u2
− 2κh(u)

1

u2
+ 2

1

u(1 + u′2)1/2

d
dx

(
u

(1 + u′2)1/2
κh(u)

′
)

+(4H2
0 + γ)

(
2

(1 + u′2)1/2
− κh(u)

)

+ 4H0
2u′′

(1 + u′2)2
= 0. in (−a, a)

u(±a) = α, u′(±a) = 0.

Beweis. Die Abbildung

c 7→ min{F (α, γ, c,H0), G(α, γ, c,H0)}
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ist als Minimum stetiger Funktionen wieder stetig und nimmt daher auf [1/
√
γ, α] das

Supremum an. Wegen F,G ≥ 0 und F (α, γ, α,H0) = 0 gibt es also ein c0 ∈ [1
√
γ, α), so

daß

min{F (α, γ, c0, H0), G(α, γ, c0, H0)} = sup
1/

√
γ≤c<α

min{F (α, γ, c,H0), G(α, γ, c,H0)}.

Sei nun c ∈ [1
√
γ, α), so daß (8.9) gilt. Nach den Lemmata (8.3.1) und (8.3.2) können wir

für eine Minimalfolge (un)n∈N ⊂ Wα(I) die Schranken in (8.10) annehmen, denn wenn
min un ≤ c für ein Folgeglied gilt, können wir es durch ũn ≡ α mit niedrigerer Energie
ersetzen. Damit gilt dann un(1 + u2

n)1/2 ≥ c für alle n ∈ N, so daß nach Proposition
(8.3.8) auch die Schranken aus (8.11) gültig sind. Damit sind die Voraussetzungen des
Existenzsatzes (6.7.1) erfüllt, es existiert also ein Minimierer u ∈ Wα(I) von Fa,α

γ,H0
in

Wα(I). Nach anschließender Anwendung des Regularitätssatzes (6.8.1) erhalten wir die
Behauptung. Die Tatsache, daß u das Dirichlet-Problem löst, ergibt sich aus Lemma
(6.6.1).

(8.6.3) Bemerkung.
Da F in c beschränkt ist, gibt es zu festem α und γ ein a0, so daß mit der in diesem
Kapitel entwickelten Methode für a ≥ a0 keine Existenz mehr gezeigt werden kann. Dies ist
möglicherweise eine ähnliche Situation, wie bei rotationssymmetrischen Minimalflächen,
wo das minimierende Katenoid für wachsendes a nicht mehr existiert (siehe Kapitel 4).

Nun wollen wir zeigen, daß es bei verschwindender Spontankrümmung H0 = 0 für belie-
biges a > 0 und festes γ > 0 möglich ist, ein ᾱ = ᾱ(a, γ) zu finden, so daß es für alle
α ≥ ᾱ die Existenz eines Minimierers gesichert ist. Für H0 6= 0 ist diese Argumentation
nicht haltbar, da dann G und damit auch min{F,G} durch 1/(2|H0|) beschränkt ist.

(8.6.4) Proposition.
Sei γ > 0 fest gewählt, dann gibt es eine Abbildung cγ : ( 1√

γ
,∞)→ R mit 1√

γ
< cγ(α) < α,

so daß

F (α, γ, cγ(α), 0) = G(α, γ, cγ(α), 0)

und

lim
α→∞

min{F (α, γ, cγ(α), 0), G(α, γ, cγ(α), 0)} =∞.

Beweis.

(i) Wir suchen zunächst 1/
√
γ < c = c(α) < α für welche gilt

F (α, γ, c, 0) =
γαc(α− c)
γα2 + 1

!
=

1
√

1
c
(γ(α− c) + ( 1

α
− 1

c
))

= G(α, γ, c, 0)

=

√
c

√
γαc(α−c)

αc
+ c−α

αc

=
c
√
α

√

(α− c)(γαc− 1)
,

dies liefert

(γαc− 1)γ2α(α− c)3 !
= (γα2 + 1)2.

Wir suchen also Nullstellen von

f(α, c) = −(γαc− 1)γ2α(α− c)3 + (γα2 + 1)2
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Abbildung 8.2: Der gelbe (H0 = 0), violette (H0 =
0.3) und grüne (H0 = 1) Plot zeigt,
jeweils für festes H0, die Abbildung
A = AH0(α, γ) auf dem Parameter-
bereich (0, 1) × (0, 12). Der rote Plot
beschreibt α = 1/

√
γ, a > 0 (einge-

schränkt auf den Bereich 0 < a <
5) und korrespondiert für H0 = 0
mit den trivialen Minimierern aus Ab-
schnitt 8.1.
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Abbildung 8.3: Dieselbe Situation wie in Abbildung
8.2 unter einem anderen Winkel be-
trachtet.
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(ii) Es gilt

lim
cրα

f(α, c) = (γα2 + 1)2 > 0.

(iii) Für festes 2 > δ > 0 und α≫ 1 gilt d(α) := α− (α
γ
)(1+δ)/3 > 1√

γ
, und es ist

f(α, d(α)) = −γ2α(α− d(α))3(γαd(α)− 1) + (γα2 + 1)2

= − γ2α

((
α

γ

)(1+δ)/3
)3

︸ ︷︷ ︸

=γ1−δα2+δ

(

γα2 − γα
(
α

γ

)(1+δ)/3

− 1

)

+
(
γα2 + 1

)2

= −γ2−δα4+δ + γ2−δ−1/3−δ/3α3+δ+1/3+δ/3 + γ1−δα2+δ + γ2α4 + 2γα2 + 1
α→∞−−−→ −∞,

da dann der Faktor vor α4+δ, der höchsten vorkommenden Potenz von α, negatives
Vorzeichen hat.

(iv) Nach den Punkten (ii) und (iii) hat f(α, ·) also für großes α, sagen wir α ≥ α0(γ),
eine Nullstelle, d.h. es gibt für alle α ≥ α0(γ) ein cγ(α) ∈ (1

√
γ, α)

1√
γ
< α−

(
α

γ

)(1+δ)/3

< cγ(α) < α

mit

F (α, γ, cγ(α), 0) = G(α, γ, cγ(α), 0).

(v) Wir zeigen nun, daß G streng monoton wachsend in c ist (für beliebiges H0). In der
Darstellung in Definition (8.6.1) ist also nur der Nennerterm und von diesem nur

N(c) :=
1

c

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)]

relevant. Es gilt

N ′(c) = − 1

c2

[

γ(α− c) +

(
1

α
− 1

c

)]

+
1

c

[

−γ +
1

c2

]

=
1

c2

[

−γα + γc− 1

α
+

1

c
− γc+

1

c

]

=
1

c2

[

−γα− 1

α
+

2

c

]

!
< 0,

genau dann wenn

c >
2α

1 + γα2
.

Dies ist jedoch stets der Fall für c > 1√
γ
, wegen

1√
γ
>

2α

1 + γα2
⇔ 1 + γα2 > 2α

√
γ ⇔ γα2 − 2α

√
γ + 1 = (α

√
γ − 1)2 > 0,

da nach Voraussetzung α > 1/
√
γ.

Damit ist G(α, γ, c,H0) streng monoton wachsend in c.
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(vi) Es gilt also

F (α, γ, cγ(α), 0) = G(α, γ, cγ(α), 0) ≥ G

(

α, γ, α−
(
α

γ

)(1+δ)/3

, 0

)

=

(

α−
(

α
γ

)(1+δ)/3
)√

α

√
(

α
γ

)(1+δ)/3
(

γα

(

α−
(

α
γ

)(1+δ)/3
)

− 1

)

α→∞−−−→ ∞,
denn der Zähler verhält sich für große α, wegen 0 < δ < 2, wie α3/2 und der Nenner
wie α((1+δ)/3+2)(1/2) = α(7+δ)/6. Damit verhält sich der ganze Bruch also wie

α1/3−δ/6 α→∞−−−→∞.

8.7 Vergleichsfunktionen

In diesem Abschnitt konstruieren wir Vergleichsfunktionen, bestehend aus einer Katenoi-
de1 und zwei Kreisbögen. Für diese Vergleichsfunktionen berechnen wir die Nitsche-
Energie und vergleichen sie mit der Nitsche-Energie der Zylinder. Da die Katenoide
C1-Anschluß an die beiden Kreisbögen hat, nennen wir die Vergleichsfunktionen bitan-
gential Katenoide. Eine analoge Konstruktion wurde auch in [D’Ac,F,G,S, Abschnitt 4.2.1]
durchgeführt. Diese Vergleichsfunktionen könnten in weiterführenden Arbeiten zu diesem
Thema möglicherweise verwendet werden, um die Ergebnisse aus Abschnitt 8.3 zu ver-
bessern, da dort stets Zylinder als Vergleichsfunktionen verwendet wurden. Ebenso ist es
interessant zu sehen, wie Flächen aussehen, die geringere Nitsche-Energie als die Zylin-
der besitzen.

Wir setzen

f(ā, r) := (α− r) +
√

r2 − (a− ā)2 − ār
√

r2 − (a− ā)2 arcsinh

(

a−ā√
r2−(a−ā)2

) .

(8.7.1) Lemma (Bedingung für Existenz von bitangential Katenoiden).
Falls für r > a und 0 < ā < a die Bedingung

f(ā, r) = 0

erfüllt ist, gibt es eine Funktion uvergleich ∈ Wα(I) bestehend aus zwei Kreisbögen um
(±a, α−r) mit Radius r auf [−a,−ā], bzw. [ā, a] und einer Katenoiden u(x) = c cosh(x/c)
auf (−ā, ā) mit

c := ā
1

arcsinh

(

a−ā√
r2−(a−ā)2

) .

1Katenoide sind unter gewissen Randbedingungen (vgl. Kapitel 4) Minimierer des Flächenfunktionals
und bringen wegen H ≡ 0 das Willmore-Funktional zum Verschwinden
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Beweis. Aufgrund der Symmetrie des Problems betrachten wir das Problem nur auf der
rechten Seite des Ursprungs. Wegen r > a und 0 < ā < a ist

√

r2 − (a− ā)2 wohldefiniert
und positiv.
Wir bezeichnen den Kreis mit K und das Katenoid mit u, dann ist

K(x) := (α− r) +
√

r2 − (a− x)2, u(x) := c cosh
(x

c

)

, (8.12)

K ′(x) =
a− x

√

r2 − (a− x)2
, u′(x) = sinh

(x

c

)

. (8.13)

Gilt

K(ā) = u(ā) und K ′(ā) = u′(ā), (8.14)

so existiert die Funktion aus der Behauptung.
Die zweite Bedingung in (8.14) liefert

a− ā
√

r2 − (a− ā)2
= sinh

( ā

c

)

⇔ c = ā
1

arcsinh

(

a−ā√
r2−(a−ā)2

) .

Für diese Wahl von c ist die zweite Bedingung also stets erfüllt.
Die erste Bedingung liefert

(α− r) +
√

r2 − (a− ā)2 = c cosh(ā/c)

= ā
1

arcsinh

(

a−ā√
r2−(a−ā)2

) cosh

(

arcsinh

(

a− ā
√

r2 − (a− ā)2

))

︸ ︷︷ ︸

=sign (a− ā)
︸ ︷︷ ︸

=1

s

„

a−ā√
r2−(a−ā)2

«2

+1

= ā

√
r2

r2−(a−ā)2

arcsinh

(

a−ā√
r2−(a−ā)2

)

=
ār

√

r2 − (a− ā)2 arcsinh

(

a−ā√
r2−(a−ā)2

) .

In Abbildung 8.4 sind die Vergleichsfunktionen für a = 4 und verschiedene r = α darge-
stellt.

(8.7.2) Lemma (Existenz von bitangential Katenoiden).
Seien a > 0 und α > a gegeben.
Dann gibt es zu jedem a < r ≤ α ein ā(r) mit 0 < ā(r) < a, so daß

f(ā(r), r) = 0.
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Abbildung 8.4: Vergleichsfunktionen für a = 4
von unten nach oben für r =
α = 4, 5, 6, 7, 10. Dabei ergeben sich
für ā die folgenden Werte ā =
1.74, 1.87, 1.91, 1.94, 1.97.

Beweis. Die Abbildung f ist auf dem Parameterbereich (0, a) × (a, α] stetig und es gilt
für festes r

lim
āց0

f(ā, r)

= lim
āց0

(

(α− r)
︸ ︷︷ ︸

≥0

+
√

r2 − (a− ā)2

︸ ︷︷ ︸
āց0−−→√

r2−a2

− ā r
√

r2 − (a− ā)2 arcsinh

(

a−ā√
r2−(a−ā)2

)

︸ ︷︷ ︸
āց0−−→konst.<∞

︸ ︷︷ ︸
āց0−−→0

)

= c > 0.

Andererseits ist

lim
āրa

f(ā, r) = (α− r) + r − lim
xց0

a
r

r arcsinh(x)
= −∞,

so daß die Behauptung mit dem Zwischenwertsatz folgt.

Nun betrachten wir den Fall r = α und berechnen den Wert des Nitsche-Funktionals
mit H0 = 0 für die Vergleichsfunktionen uvergleich aus Lemma (8.7.1).

(8.7.3) Lemma (Fa,α
γ,0 (uvergleich)).

Für die Vergleichsfunktionen aus Lemma (8.7.1) gilt

Fa,α
γ,0 (uvergleich) = 2γα(a− ā) + γā

a

arcsinh

(

a−ā√
α2−(a−ā)2

) + 8
a− ā
α

.

Beweis.
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(i) Flächeninhalt eines Kugelabschnitts
Wir wählen folgende Parametrisierung des Kreises

γKreis :

[

0, arcsin

(
a− ā
α

)]

→ R, t 7→
(
a− α sin(t), α cos(t)

)
= (γKreis,1(t), γKreis,2(t)).

Dann gilt

A(γKreis) =

∫ arcsin(a−ā
α )

0

γKreis,2(γ̇
2
Kreis,1 + γ̇2

Kreis,2)
1/2 dt

=

∫ arcsin(a−ā
α )

0

α cos(t)(α2 cos2(t) + α2 sin2(t))1/2 dt

=

∫ arcsin(a−ā
α )

0

α2 cos(t) dt

= α2 [sin(t)]
arcsin(a−ā

α )
0

= α2 sin

(

arcsin

(
a− ā
α

))

= α2a− ā
α

= α(a− ā).

(ii) Flächeninhalt des Katenoids
Es ist mit [B, Integral Nr. 429, S. 1076]

A(uKatenoid) =

∫ ā

−ā

uKatenoid(1 + u′2Katenoid)
1/2 dx

=

∫ ā

−ā

c cosh
(x

c

)(

1 + sinh2
(x

c

))1/2

︸ ︷︷ ︸

=cosh(x
c )

dx

=

∫ ā

−ā

c cosh2
(x

c

)

dx

= c

[
c

2
sinh

(x

c

)

cosh
(x

c

)

+
1

2
x

]ā

−ā

= c

[

sinh
( ā

c

)

c cosh
( ā

c

)

︸ ︷︷ ︸

=uKatenoid(ā)=K(ā)=
√

α2−(a−ā)2

+ā

]

= c

[

sinh

(

arcsinh

(

a− ā
√

α2 − (a− ā)2

))
√

α2 − (a− ā)2 + ā

]
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= c



(a− ā) 1
√

α2 − (a− ā)2

√

α2 − (a− ā)2 + ā





= ā
1

arcsinh

(

a−ā√
α2−(a−ā)2

) [(a− ā) + ā]

= ā
a

arcsinh

(

a−ā√
α2−(a−ā)2

) .

(iii) Willmore-Energie der Kugelabschnitte
Es ist (wir erinnern an (8.12), (8.13) und α = r)

K(x)(1 +K ′(x)2)1/2 =
√

α2 − (x− a)2

(

1 +
(x− a)2

α2 − (x− a)2

)1/2

= α

κe(K) = −1

r
= − 1

α
.

Man beachte, daß nach der Rechnung in Abschnitt 6.1

W(uvergleich) = 2W(K) +W(uKatenoide)

=

∫

I

(

1

uvergleich(1 + u′vergleich
2)1/2

dx+ κe(uvergleich)
2 dS

)

,

da für die Konstante C aus Formel (6.1) C = 0 gilt. Damit gilt

W(K) =

∫ a

ā

[
1

K(x)(1 +K ′(x))1/2
− κe(K)

]2

K(x)(1 +K ′(x))1/2 dx

=

∫ a

ā

[
1

α
+

(
1

α

)]2

α dx

= (a− ā) 4

α2
α

= 4
a− ā
α

.

(iv) Willmore-Energie des Katenoids
Da das Katenoid eine Minimalfläche ist, besitzt es mittlere Krümmung H = 0, so
daß

W(uKatenoid) =

∫

ΣKatenoid

H2 dS = 0.
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(v) Nun gilt

Fa,α
γ,0 (uvergleich) = γA(uvergleich) +W(uvergleich)

= 2γA(γKreis) + γA(uKatenoid) + 2W(K) +W(uKatenoid)

= 2γα(a− ā) + γā
a

arcsinh

(

a−ā√
α2−(a−ā)2

) + 2 · 4a− ā
α

+ 0

= 2γα(a− ā) + γā
a

arcsinh

(

a−ā√
α2−(a−ā)2

) + 8
a− ā
α

.

Nun implementieren wir die Vergleichsfunktionen in Maple und berechnen die Differenz

d(a, α) = Fa,α
1,0 (u0)− Fa,α

1,0 (uvergleich),

d.h. wenn d > 0 gilt, besitzt die Vergleichsfunktion kleinere Energie als der Zylinder.

r e s t a r t :
d:=proc (a , alpha )

l o c a l A, Zyl inder , Verg le i ch ,D;
A:= f s o l v e ( s q r t ( alpha^2−(a−A) ^2)−A∗alpha / s q r t ( alpha^2−(a−A) ^2) ∗1/

arc s inh ( ( a−A) / sq r t ( alpha^2−(a−A) ^2) )=0,A) :
Zy l inde r := ev a l f (2∗ a ∗( alpha+1/alpha ) ) :
Verg l e i ch :=2∗ alpha ∗( a−A)+a∗A/ arc s inh ( ( a−A)/ sq r t ( alpha^2−(a−A) ^2) )

+8(a−A)/alpha :
D:=Zyl inder−Verg l e i ch :

end proc :

Nun plotten wir für verschiedene a die Abbildung (a,∞) → R, α 7→ d(a, α), siehe Ab-
bildung 8.5. Für γ = 2 ergibt sich dasselbe Bild, nur spielt sich der Vorzeichenwechsel
jetzt etwa um den Wert a = 2.8 ab. Man sieht also, daß für bestimmte Parameterkon-
stelationen, die Vergleichsfunktion niedrigere Nitsche-Energie, als der Zylinder besitzt.
Es scheint so zu sein, daß für a groß genug, die Energie unserer Vergleichsfunktion stets
niedriger als die Energie des entsprechenden Zylinders ist.

A.8 Anhang zu Kapitel 8

(A.8.1) Lemma.
Die Abbildung

f : [0,∞)→ [0,∞), α 7→ α3

Aα2 + 1

ist bijektiv, für A > 0.

Beweis. Für die Ableitung gilt

f ′(α) =
3α2(Aα2 + 1)− 2α3Aα

(Aα2 + 1)2
=
α2Aα2 + 3α2

(Aα2 + 1)2
> 0,
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a
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K0,02

0

0,02
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g = 1

a
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d

K0,07

K0,06

K0,05

K0,04

K0,03

K0,02

g = 1

Abbildung 8.5: Für γ = 1 von oben nach unten
a = 2.6, 2.58, 2.56, 2.55, 2.54, 2.52, da-
neben für a = 2.50. (Beachte den De-
finitionsbereich α > a).

für α > 0 und es ist

f(0) = 0 und lim
α→∞

f(α) =∞.

Mit der Stetigkeit von f folgt die Beauptung aus dem Zwischenwertsatz.

(A.8.2) Lemma (Rekursive Folge).
Sei für γ > 0 und α > 2/

√
γ eine rekursive Folge (αn)n≥0 ⊂ R gegeben durch

α0 := α und αn+1 :=
αn

2
+

1√
γ
.

Dann gilt die Darstellung

αn =
α

2n
+

1√
γ

n−1∑

i=0

1

2i
mit

−1∑

i=0

1

2i
:= 0

und

lim
n→∞

αn =
2√
γ
,

sowie

αn > αn+1.

Beweis. Für n = 0 ist die Aussage klar. Für n+ 1 gilt

αn+1 =
αn

2
+

1√
γ

=
1

2

[

α

2n
+

1√
γ

n−1∑

i=0

1

2i

]

+
1√
γ

=
α

2n+1
+

1√
γ

n∑

i=1

1

2i
+

1√
γ

=
α

2n+1
+

1√
γ

n∑

i=0

1

2i
.



108 KAPITEL 8. DAS NITSCHE-FUNKTIONAL

Mit der geometrischen Reihe ergibt sich

lim
n→∞

αn =
1√
γ

∞∑

i=0

1

2i
=

2√
γ
.

Nun gilt

αn − αn+1 =
α

2n
+

1√
γ

n−1∑

i=0

1

2i
− α

2n+1
− 1√

γ

n∑

i=0

1

2i

=
α

2n+1
− 1√

γ

1

2n

=
α
√
γ − 2

2n+1√γ
> 0,

da nach Voraussetzung α > 2/
√
γ.

(A.8.3) Lemma (Regel von Bernoulli-L’Hospital mit Konvergenzrichtung).

Seien a, b ∈ R oder b =∞ mit a < b und zwei differenzierbare Funktionen f, g : (a, b)→ R

mit g′(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b) gegeben. Gilt

lim
xրb

f(x) = lim
xրb

g(x) = 0 und existiert L := lim
xրb

f ′(x)

g′(x)
∈ R ∪ {−∞,∞},

so gilt

lim
xրb

f(x)

g(x)
= L.

Gilt zudem

f ′(x)

g′(x)
> L für alle x ∈ (a, b), so gilt ebenfalls

f(x)

g(x)
> L für alle x ∈ (a, b).

Eine analoge Aussage gilt für rechtsseitige Limiten.

Beweis. Für a < α < β < b gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

g(β)− g(α)

β − α = g′(x0) für ein x0 ∈ (a, b),

so daß, wegen g′(x) 6= 0 nach Voraussetzung, auch g(α) 6= g(β) ist, d.h. g ist injektiv.

(i) b ∈ R

Setze f(b) := g(b) := 0, dann sind f, g : [x, b] → R stetig und g(x) 6= 0 für
alle x ∈ (a, b). Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Differentialrechnung
existiert ein x̄ ∈ (x, b), so daß

f ′(x̄)
(
g(b)
︸︷︷︸
=0

−g(x)
)

= g′(x̄)
(
f(b)
︸︷︷︸
=0

−f(x)
)
⇒ f ′(x̄)

g′(x̄)
=
f(x)

g(x)

xրb und−−−−−−→
damit x̄րb

L.

Die Zusatzbemerkung über die Konvergenzrichtung sieht man direkt an der vorigen
Gleichung.
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(ii) b =∞
Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit a > 0. Betrachte

f̄ : (−1/a, 0)→ R, y 7→ f(−1/y),

analog ḡ, dann gilt nach dem ersten Fall

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

yր0

f̄(y)

ḡ(y)
= lim

yր0

f̄ ′(y)

ḡ′(y)
= lim

yր0

−f ′(−1
y
) 1

y2

−g′(−1
y
) 1

y2

= lim
yր0

f ′(−1
y
)

g′(−1
y
)

= lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= L.

Die Gültigkeit der Zusatzbemerkung sieht man an

f(x)

g(x)

y:=−1/x
=

f(−1
y
)

g(−1
y
)

=
f̄(y)

ḡ(y)
MWS
=

f̄ ′(ȳ)

ḡ′(ȳ)
=
f ′(−1

ȳ
)

g′(−1
ȳ
)

x̄:=−1/ȳ
=

f(x̄)

g(x̄)
.
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Anhang B

Eine direkte Methode für

parametrische Variationsprobleme

B.1 Eine direkte Methode zur Existenz quasinorma-

ler Minimierern des Hindernis-Problems parame-

trischer Variationsprobleme

In diesem Kapitel wollen wir eine direkte Methode entwickeln, welche unter gewissen Vor-
aussetzungen die Existenz quasinormaler Minimierer parametrischer Variationsprobleme
liefert. Im Folgenden sei I := (0, 1) ⊂ R und N ∈ N. Wir formulieren zunächst zwei
Voraussetzungen, die wir in den meisten der folgenden Lemmata und Sätze verwenden
werden.

(B.1.1) Voraussetzung.
Sei K ⊆ RN eine abgeschlossene, zusammenhängende Menge mit nichtleerem Inneren und
F ∈ C0(K ×RN ) mit

m1|p| ≤ F (z, p) ≤ m2|p|

für feste Konstanten 0 < m1 ≤ m2.

(B.1.2) Definition (Parametrisches Variationsproblem).
Sei G ⊆ RN ein nichtleeres Gebiet. Eine Lagrange-Funktion

F ∈ C0(G×R
N) ∩ C2(G× (RN\{0}))

(bzw. das dazugehörige Variationsintegral, -problem) heißt parametrisch, falls F (z, ·) für
alle z ∈ G positiv homogen vom Grad 1 ist, d.h.

F (z, λp) = λF (z, p) für alle λ > 0 und alle p ∈ R
N .

(B.1.3) Voraussetzung (Parametrische Lagrange-Funktion).
Sei K die Menge aus Voraussetzung (B.1.1) und F ∈ C0(G × RN ) ∩ C2(G × (RN\{0}))
mit G := int(K) eine parametrische Lagrange-Funktion.

111
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(B.1.4) Definition (Die Funktionale F ,L,Q,G).
Wir definieren die folgenden Funktionale

F : {γ ∈ C0,1(Ī ,RN) | γ(I) ⊆ K} → R, γ 7→
∫

I

F (γ(t), γ̇(t)) dt,

L : {γ ∈ C0,1(Ī ,RN) | γ(I) ⊆ K} → R, γ 7→
∫

I

|γ̇(t)| dt,

Q : {γ ∈ C0,1(Ī ,RN) | γ(I) ⊆ K} → R, γ 7→
∫

I

1

2
F 2(γ(t), γ̇(t)) dt,

G : {γ ∈ C0,1(Ī ,RN) | γ(I) ⊆ K} → R, γ 7→ (2Q(γ))1/2 .

(B.1.5) Lemma (Eigenschaften parametrischer Variationsprobleme).
Sei F eine parametrische Lagrange-Funktion gemäß Voraussetzung (B.1.3).

(i) Das Funktional F ist parameterinvariant, d.h. für alle Kurven γ ∈ C0,1(Ī ,RN)
und alle orientierungserhaltende Parameterwechsel ϕ : I → I ′ (d.h. ϕ ist ein C1-
Diffeomorphismus mit d

dτ
ϕ > 0) gilt

F(γ) = F(γ ◦ ϕ).

(ii) Für alle z ∈ G gilt

F (z, 0) = 0.

Beweis.

(i) Seien γ und ϕ wie in der Behauptung, dann gilt

F(γ) =

∫

I

F (γ(t), γ̇(t)) dt

=

∫

I′
F (γ(ϕ(τ)), γ̇(ϕ(τ))) · ϕ̇(τ)

︸︷︷︸
>0

dτ

=

∫

I′
F (γ(ϕ(τ)), γ̇(ϕ(τ))ϕ̇(τ)

︸ ︷︷ ︸

= d
dτ

(γ◦ϕ)(τ)

) dτ

= F(γ ◦ ϕ).

(ii) Da F stetig in (z, 0) und positiv homogen vom Grad 1 ist folgt die Behauptung
sofort.

(B.1.6) Definition (quasinormale Kurve).
Eine Kurve γ ∈ C0,1(Ī ,RN) heißt bezüglich des Variationsintegrals F quasinormal, falls
es ein c ∈ R mit c > 0 gibt, so daß

F (γ(t), γ̇(t)) = c für fast alle t ∈ I.
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(B.1.7) Lemma.
Sei γ eine quasinormale Kurve bezüglich eines parametrischen Variationsintegrals F .
Dann gilt

γ̇(t) 6= 0 für fast alle t ∈ I.

Beweis. Angenommen γ̇(t) = 0 auf einer (messbaren) Nichtnullmenge M ⊆ I, dann gilt

F (γ(t), γ̇(t)) = 0 auf M,

so daß die Konstante c aus Definition (B.1.6) Null sein muß. Dann kann γ aber nach
Definition nicht quasinormal sein.

(B.1.8) Lemma (F ≤ G).
Für alle γ ∈ C0,1(Ī ,RN) mit γ(Ī) ⊆ K gilt

F(γ) ≤ G(γ),

mit Gleichheit genau dann, wenn

F (γ(t), γ̇(t)) = konst. für fast alle t ∈ I.

Beweis. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

F(γ) =

∫

I

F (γ(t), γ̇(t)) dt

≤
(∫

I

12 dt

)1/2(∫

I

F 2(γ(t), γ̇(t)) dt

)1/2

= (2Q(γ))1/2

= G(γ),

mit Gleichheit genau dann, wenn 1 und F (γ(t), γ̇(t)) linear abhängig (als L2-Funktionen)
sind, was genau die behauptete Konstanz fast überall bedeutet.

Wir sehen also, daß F und G genau für quasinormale Kurven übereinstimmen.

(B.1.9) Definition (Die Klasse C(P1, P2, K)).
Seien P1, P2 ∈ K zwei verschiedene Punkte, so daß eine Lipschitz-Kurve von P1 nach
P2 in K existiert. Dann definieren wir

C = C(P1, P2, K) := {γ ∈ C0,1(Ī ,RN) | γ(Ī) ⊆ K, γ(0) = P1, γ(1) = P2}.

Nun wollen wir zeigen, daß es zu jeder Kurve γ ∈ C eine quasinormale Reparametriserung
gibt.

(B.1.10) Lemma (Existenz quasinormaler Raparametrisierungen).
Seien F und K wie in den Voraussetzungen (B.1.1) und (B.1.3). Dann gibt es zu jeder
Kurve γ ∈ C eine quasinormale Kurve η ∈ C, so daß

F(η) = F(γ).

Beweis.
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(i) Wir wollen uns auf Kurven γ einschränken, die auf keinem Intervall konstant sind.

(a) Die Abbildung σ(t) :=
∫ t

0
|γ̇| ist wegen γ ∈ C0,1(Ī ,RN), also |γ̇| ∈ L∞(I)

Lipschitz-stetig, denn

|σ(t)− σ(t′)| =
∣
∣
∣
∣

∫ t

t′
|γ̇|
∣
∣
∣
∣
≤ ‖|γ̇|‖L∞(I) · |t− t′|.

(b) Die Abbildung σ ist monoton wachsend, so daß σ nach Korollar (B.3.5) höch-
stens abzählbar viele Intervalle besitzt, auf denen es konstant ist. Solche In-
tervalle sind genau diejenigen Intervalle, auf denen |γ̇| = 0, also γ = konst..
Wenn wir nun das Innere dieser Intervalle entfernen und „die Lücken zusam-
menziehen“ erhalten wir ein Kurve γ∗ : I∗ → RN auf einem Intervall I∗ = [a, b]
mit denselben Randwerten wie γ, welche auf keinem Intervall konstant ist.
Wegen P1 6= P2 ist I∗ ⊆ I nicht-degeneriert und es gilt γ∗(I∗) ⊆ K. Nach
Voraussetzung (B.1.1) folgt aus γ̇(t) = 0 auch F (γ(t), γ̇(t)) = 0, so daß

F(γ∗) = F(γ).

(c) Durch die Parametertransformation ϕ : [0, 1]→ [a, b], t 7→ t · (b− a) + a erhält
man nun eine Kurve γ = γ∗ ◦ ϕ ∈ C mit der gewünschten Eigenschaft und

F(γ) = F(γ∗) = F(γ).

(ii) Da wir nun ohne Einschränkung γ auf keinem Intervall konstant annehmen dürfen,
ist σ streng monton wachsend, und daher eine bijektive Abbildung auf [0, ℓ], wobei
ℓ := σ(1) = L(γ) > 0 die Länge von γ ist. Aufgrund der strengen Monotonie ist
auch die Umkehrfunktion τ := σ−1 streng monoton wachsend. Wir betrachten nun
die Bogenlängen-Parametrisierung η := γ ◦ τ von γ.
Da die totale Variation einer Kurve nicht von der gewählten Parametrisierung ab-
hängt, gilt für t1 < t2 mit s1 := σ(t1) und s2 := σ(t2), d.h. s1 < s2

∫ t2

t1

|dγ(t)| =
∫ s2

s1

|dη(s)|.

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von γ gilt

σ(t2)− σ(t1) =

∫ t2

t1

|γ̇(t)| dt =

∫ t2

t1

|dγ(t)|.

Damit erhalten wir

s2 − s1 =

∫ s2

s1

|dη(s)|,

also

|η(s2)− η(s1)| ≤ Var [s1,s2](η) =

∫ s2

s1

|dη(s)| = |s2 − s1|,
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so daß η ebenfalls Lipschitz-stetig ist. Es ist also

s2 − s1 =

∫ s2

s1

|dη(t)| =
∫ s2

s1

|η̇(t)| dt.

Dies impliziert |η̇| = 1 fast überall auf [0, ℓ]. Zusätzlich gilt F(η) = F(γ ◦τ) = F(γ).
Damit können wir also (auf [0, 1] rückparametrisieren) für die ursprüngliche Kurve
γ ∈ C ohne Einschränkung |γ̇| = ℓ fast überall auf [0, 1] annehmen.

(iii) Setze

0 < m1ℓ =

∫ 1

0

m1|γ̇| ≤ c :=

∫ 1

0

F (γ(t), γ̇(t)) dt ≤ m2ℓ =

∫ 1

0

m2|γ̇|

und

ϕ(t) :=
1

c

∫ t

0

F (γ(t′), γ̇(t′)) dt′.

Dann ist ϕ eine streng monoton wachsende Abbildung (s.u.) von Ī in sich und wegen
F ∈ C0(K × RN ) (wobei K × RN abgeschlossen, d.h. F beschränkt) Lipschitz-
stetig. Weiterhin erfüllt ϕ für fast alle t ∈ [0, 1]

ϕ̇(t) = lim
h→0

1

2

ϕ(t+ h)− ϕ(t− h)
h

= lim
h→0

1

2h

∫ t+h

t−h

F (γ(t′), γ̇(t′))

c
dt′

= lim
h→0
−
∫

Bh(t)

F (γ(t′), γ̇(t′))

c
dt′

=
F (γ(t), γ̇(t))

c

>
m1

c
|γ̇|

=
m1

c
ℓ

> 0,

(B.1)

da für F (γ(·), γ̇(·)) ∈ L∞(I) fast alle Punkte Lebesgue-Punkte sind.
Damit gilt

m1

m2
≤ ϕ̇(t) ≤ m2

m1
fast überall auf I.

Nach Lemma (B.2.3) ist auch die Umkehrfunktion ψ := ϕ−1 Lipschitz-stetig auf I,
so daß die reparametrisierte Kurve η := γ ◦ψ ebenfalls von der Klasse C ist. Zudem
gilt für fast alle s ∈ I

η̇(s) = γ̇(ψ(s)) · ψ̇(s)

(B.2.1)
= γ̇(ψ(s)) · 1

ϕ̇(ψ(s))
(B.1)
= γ̇(ψ(s)) · c

F (γ(ψ(s)), γ̇(ψ(s)))
.
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Es ergibt sich für fast alle s ∈ I, da F positiv homogen vom Grad 1 ist

F (η(s), η̇(s)) = F

(

η(s), γ̇(ψ(s)) · c

F (γ(ψ(s)), γ̇(ψ(s)))
︸ ︷︷ ︸

>0

)

=
c

F (γ(ψ(s)), γ̇(ψ(s)))
· F (γ(ψ(s)), γ̇(ψ(s))

= c.

Die Kurve η ist also eine quasinormale Reparametrisierung von γ.
Aus der Parameterinvarianz von F ergibt sich

F(η) = F(γ).

Damit erhalten wir das folgende

(B.1.11) Lemma (inf F = inf G).
Seien F und K wie in den Voraussetzungen (B.1.1) und (B.1.3). Dann gilt

inf
C
F = inf

C
G.

Beweis. Nach Lemma (B.1.8) gilt

inf
C
F ≤ inf

C
G. (B.2)

Sei (γk)k∈N ⊆ C eine Minimalfolge für F , dann gibt es nach Lemma (B.1.10) eine Folge
quasinormaler Kurven (ηk)k∈N ⊆ C mit

F(γk) = F(ηk)
(B.1.8)

= G(ηk), für k ∈ N.

Es gilt also auch die umgekehrte Ungleichung in (B.2) und damit die Gleichheit.

Nun wollen wir die Existenz spezieller für F und G simultaner, quasinormaler Minimi-
alfolgen, deren C0,1(Ī ,Rn)-Norm gleichmäßig beschränkt ist und die gegen ein γ ∈ C
konvergieren, beweisen.

(B.1.12) Lemma (Existenz spezieller Minimalfolgen).
Sind F und K entsprechend den Voraussetzungen (B.1.1) und (B.1.3), so existiert eine
Folge (γk)k∈N ⊆ C mit folgenden Eigenschaften

(i) Die Folge (γk)k∈N ist Minimalfolge für F und G.

(ii) Alle γk sind quasinormal.

(iii) Es existieren von k unabhängige Konstanten L,L0, so daß für alle k ∈ N und alle
t, t′ ∈ I gilt

|γk(t)− γk(t
′)| ≤ L|t− t′|

|γk(t)| ≤ L0,

d.h.

‖γk‖C0,1(Ī ,RN ) ≤ L0 + L für alle k ∈ N.



B.1. EXISTENZ QUASINORMALER MINIMIERER 117

(iv) Es existiert ein γ ∈ C, so daß

lim
k→∞

sup
Ī

|γ − γk| = 0.

Beweis.

(i) Sei (γk)k∈N ⊆ C eine Minimalfolge für F . Nach Lemma (B.1.10) können wir anneh-
men, daß alle γk quasinormal sind und damit nach Lemma (B.1.8) F(γk) = G(γk),
so daß (γk)k∈N nach Lemma (B.1.11) auch Minimalfolge für G ist.

(ii) Da F(γk) konvergiert, gibt es eine Konstante M > 0, so daß F(γk) ≤ M . Daraus
folgt mit der Quasinormalität der Kurven und |I| = 1 direkt F (γk(t), γ̇k(t)) ≤ M
für alle k ∈ N und fast alle t ∈ I. Aus Voraussetzung (B.1.1) ergibt sich mit L := M

m1

|γ̇(t)| ≤ L für alle k ∈ N und fast alle t ∈ I.

Die Komponentenfunktionen von γk sind ebenfalls in C0,1(Ī) und nach [vdM, Satz
(2.6)] gilt hier C0,1(Ī) = W 1,∞((0, 1)), so daß nach [vdM, Aufgabe 28, Übung 7]

γk(t)− γk(t
′) =

∫ t

t′
γ̇k(τ)dτ für fast alle t, t′ ∈ (0, 1).

Für alle t, t′ ∈ I ergibt sich aus Stetigkeitsgründen

|γk(t)− γk(t
′)| ≤ L|t− t′|.

(iii) Die gleichmäßige Beschränktheit erhält man wie folgt

|γk(t)| ≤ |γk(t)− γk(0)|+ |γk(0)|
≤ L|t− 0|+ |P1|
≤ L+ |P1| =: L0.

(iv) Aufgrund der gleichmäßigen Schranke an die C0,1(Ī ,RN)-Norm der Minimalfolge,
sind die Voraussetzungen des Satzes von Arzelà-Ascoli erfüllt. Nach dessen An-
wendung erhalten wir eine Teilfolge (γkl

)l∈N, die gleichmäßig gegen ein γ ∈ C0(Ī,RN)
konvergiert. Damit haben wir also

lim
l→∞

sup
Ī

|γ − γkl
| = 0.

Für alle t, t′ ∈ I erhalten wir

|γ(t)− γ(t′)| ≤ |γ(t)− γkl
(t)|

︸ ︷︷ ︸
l→∞−−−→ 0

+ |γkl
(t)− γkl

(t′)|
︸ ︷︷ ︸

≤L·|t−t′|

+ |γkl
(t′)− γ(t′)|

︸ ︷︷ ︸
l→∞−−−→ 0

≤ L · |t− t′|.

Es gilt also sogar γ ∈ C0,1(Ī ,RN). Da γ insbesondere auch punktweiser Limes ist,
folgt γ(0) = P1 und γ(1) = P2, so daß γ ∈ C.



118 ANHANG B. DIREKTE METHODE FÜR PARAMETRISCHE PROBLEME

(B.1.13) Bemerkung.
Für eine Abbildung F (z, ·) ∈ C1(RN\{0}) ist die Konvexität von F (x, ·) äquivalent dazu,
daß die Funktion

EF (z, p, q) := F (z, q)− F (z, p)− (q − p)Fp(z, p)

die folgende Ungleichung erfüllt

EF (z, p, q) ≥ 0 für alle p, q ∈ R
N\{0}.

(B.1.14) Lemma (Unterhalbstetigkeit von F ,Q,G).
Sei K eine Menge wie in Voraussetzung (B.1.1) und F zusätzlich zu Voraussetzung (B.1.3)
(die andere Voraussetzung an F ist nicht notwendig) konvex im zweiten Argument und

F (z, ·) ∈ C1(RN\{0}).

Sei (γk)k∈N ⊆ C eine Folge von Kurven mit den Eigenschaften (ii), (iii), (iv) aus Lemma
(B.1.12) und γ wie in (iv). Dann gilt

F(γ) ≤ lim inf
k→∞

F(γk) und

Q(γ) ≤ lim inf
k→∞

Q(γk) sowie

G(γ) ≤ lim inf
k→∞

G(γk).

Beweis.
Wir wollen die Aussage nur für F zeigen, die Aussagen für Q und G beweist man analog.

(i) Aus den Eigenschaften (iii) und (iv) in Lemma (B.1.12) ergibt sich, daß auch die
Grenzfunktion γ die Bedingungen aus (iii) mit denselben Konstanten erfüllt, so daß

(γ(t), γ̇(t)), (γk(t), γ̇k(t)) ∈
[
K ∩BL0(0)

]
× BL(0) =: S

für fast alle k ∈ N und alle t ∈ I, wobei S ⊆ K × RN kompakt ist. Da F stetig auf
K ×R

N ist, ist F gleichmäßig stetig auf S.
Sei ε > 0, dann existiert ein δ > 0, so daß für alle (z, p), (z′, p′) ∈ S mit

|(z, p)− (z′, p′)| < δ auch |F (z, p)− F (z′, p′)| < ε.

Für beliebiges δ > 0 und k = k(δ) groß genug gilt nach (iv) aber

sup
Ī

|γ(t)− γk(t)| = wes supĪ |(γ(t), γ̇k(t))− (γk(t), γ̇k(t)| < δ,

so daß

lim
k→∞

wes supĪ |F (γ(t), γ̇k(t))− F (γk(t), γk(t))| = 0.

Damit erhalten wir

lim
k→∞

∣
∣
∣
∣
F(γk)−

∫ 1

0

F (γ(t), γ̇k(t)) dt

∣
∣
∣
∣
= 0. (B.3)
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(ii) Nun führen wir (für γ aus Punkt (iv) in Lemma (B.1.12) fest) die (nichtparametri-
sche) Lagrange-Funktion

H(t, p) := F (γ(t), p) für (t, p) ∈ Ī × R
N

und das dazugehörige Funktional

H : C0,1(Ī,RN)→ R, η 7→
∫ 1

0

H(t, η̇(t)) dt

ein. Die Aussage (B.3) läßt sich damit umschreiben, als

lim
k→∞
|F(γk)−H(γk)| = 0.

Wegen F(γ) = H(γ) läßt sich die gewünschte Unterhalbstetigkeitseigenschaft von
F äquivalent umformulieren als

H(γ) ≤ lim inf
k→∞

H(γk).

(iii) Setze I0 := {t ∈ Ī | γ̇(t) = 0} und I ′ := I\I0, dann gilt wegen H ≥ 0 undH(t, 0) = 0
auch für alle k ∈ N

∫

I0

H(t, γ̇(t)) dt ≤
∫

I0

H(t, γ̇k(t)) dt. (B.4)

Es gilt also γ̇(t) 6= 0 fast überall auf I ′ und wegen Lemma (B.1.7) ebenfalls γ̇k(t) 6= 0
fast überall auf I ′. Nach Voraussetzung ist F (γ(t), ·) ∈ C1(RN\{0}) konvex, so daß
nach Bemerkung (B.1.13) fast überall auf I ′ gilt

F (γ(t), γ̇k(t)) ≥ F (γ(t), γ̇(t)) + (γ̇k(t)− γ̇(t))Fp(γ(t), γ̇(t)). (B.5)

Wir setzen

ψ : R→ R, t 7→
{

Fp(γ(t), γ̇(t)), t ∈ I ′ und γ̇(t) definiert,

0, sonst.

Dann ist ψ meßbar und beschränkt. Damit können wir nun (B.5) umschreiben als

H(t, γ̇k(t)) ≥ H(t, γ̇(t)) +

[
d
dt

(γk(t)− γ(t))
]

· ψ(t)

für fast alle t ∈ I ′. Wenn wir dies nun mit (B.4) zusammenfügen ergibt sich

H(γ) ≤ H(γk)−
∫ 1

0

ψ(t) ·
[

d
dt

(γk(t)− γ(t))
]

dt. (B.6)

(iv) Zu jedem ε > 0 gibt es eine Funktion ϕ ∈ C∞
0 (I,RN), so daß

‖ψ − ϕ‖L1(I) < ε.
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Es gilt
∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

|ψ(t)− ϕ(t)| d
dt

(γk(t)− γ(t))
∣
∣
∣
∣
≤ (‖γ̇k‖L∞(I) + ‖γ̇‖L∞(I)) · ‖ψ − ϕ‖L1(I)

≤ 2Lε,

sowie (partielle Integration, wegen suppϕ ⊂⊂ I fallen die Randterme weg)
∫ 1

0

ϕ(t) · d
dt

(γk(t)− γ(t)) dt = −
∫ 1

0

[
d
dt
ϕ(t)

]

· (γk(t)− γ(t)) dt.

Mit

−
∫ 1

0

ψ(t) · d
dt

(γk(t)− γ(t)) dt ≤
∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

ψ(t) · d
dt

(γk(t)− γ(t)) dt

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

(ψ(t)− ϕ(t)) · d
dt

(γk(t)− γ(t)) dt

∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

ϕ(t) · d
dt

(γk(t)− γ(t)) dt

∣
∣
∣
∣

≤2Lε+

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

d
dt
ϕ(t) · (γk(t)− γ(t)) dt

∣
∣
∣
∣

≤2Lε+ ‖γk − γ‖L∞(I)

∫ 1

0

∣
∣
∣
∣

d
dt
ϕ(t)

∣
∣
∣
∣

dt
︸ ︷︷ ︸

<∞, da ϕ∈C∞
0 (I,RN )

−−−→
k→∞

2Lε

ergibt sich aus (B.6)

H(γ) ≤ lim inf
k→∞

H(γk) + 2Lε

für beliebiges ε > 0, also

H(γ) ≤ lim inf
k→∞

H(γk).

Damit haben wir die Behauptung für F gezeigt.

Damit können wir nun den folgenden Existenzsatz zeigen:

(B.1.15) Satz (Existenz quasinormaler Minimierer).
Sei K eine abgeschlossene, zusammenhängende Teilmenge des RN mit nichtleerem Inne-
ren und F : K × RN → R eine parametrische Lagarange-Funktion welche die Vor-
aussetzungen (B.1.1) und (B.1.3) erfüllt. Zudem sei F konvex im zweiten Argument und
F (z, ·) ∈ C1(RN\{0}). Seien P1, P2 ∈ K mit P1 6= P2 zwei verschiedene Punkte, so daß
die Klasse C(P1, P2, K) der zulässigen Kurven γ ∈ C0,1(Ī,RN), die P1 und P2 in K ver-
binden nichtleer ist.
Dann gibt es eine quasinormale Kurve γ ∈ C(P1, P2, K), die sowohl F , als auch Q in der
Klasse C minimiert, d.h.

F(γ) = inf
C
F und Q(γ) = inf

C
Q.
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Beweis. Da C nichtleer ist gibt es eine Minimalfolge (γk)k∈N ⊆ C mit den Eigenschaften
aus Lemma (B.1.12). Nach Lemma (B.1.14) gilt für den Grenzwert γ ∈ C

inf
C
F ≤ F(γ) ≤ lim inf

k→∞
F(γk) = inf

C
F und

inf
C
G ≤ G(γ) ≤ lim inf

k→∞
G(γk) = inf

C
G.

Anwendung von Lemma (B.1.11) ergibt

F(γ) = inf
C
F = inf

C
G = G(γ),

und wir erhalten mit Lemma (B.1.8), daß γ quasinormal ist. Die Behauptung für Q ergibt
sich aus G =

√
2Q.

Falls γ(Ī) ⊂ K können wir in beliebige Richtgungen variieren, und erhalten damit, daß γ
schwaches Lipschitz-Extremal von F ist.

(B.1.16) Proposition (γ ist schwaches Lipschitz-Extremal von F).
Seien F ∈ C1(K × R

N\{0}) und γ ∈ C ein quasinormaler Minimierer von F in C mit
γ(Ī) ⊆ intK. Dann ist γ schwaches Lipschitz-Extremal von F .

Beweis. Sei ϕ ∈ C∞
0 (I,RN), dann betrachten wir die folgende einparametrige Familie von

Kurven

η(t, ε) := γ(t) + εϕ(t), t ∈ Ī und |ε| < ε0.

Für genügend kleines ε0 und δ > 0 gilt für alle ε ∈ [−ε0, ε0]

η(t, ε) ∈ K für t ∈ Ī und |η̇(t, ε)| ≥ δ für fast alle t ∈ Ī .

Es ist also f(ε) := F(η(·, ε)) in ε = 0 differenzierbar und wegen f(ε) ≥ f(0) für
ε ∈ [−ε0, ε0] gilt

f ′(0) = δF(γ, ϕ) =

∫ 1

0

[Fz(γ, γ̇) · ϕ+ Fp(γ, γ̇) · ϕ̇] dt = 0.

Damit ist γ schwaches Lipschitz-Extremal von F .

(B.1.17) Definition (elliptische Linienelemente).
Ein Paar ℓ = (z, p) bestehend aus einem Punkt z ∈ R

N und einem Richtungsvektor
0 6= p ∈ RN heißt Linienelement in RN .
Wir nennen ein Linienelement ℓ = (z, p) elliptisch, wenn die Matrix

gij(z, p) := Fpi(z, p)Fpj(z, p) + F (z, p)Fpipj(z, p)

strikt elliptisch ist, d.h.

gij(z, p)ξ
iξj > 0 für alle ξ ∈ R

N mit ξ 6= 0.

(B.1.18) Lemma.
Für das Flächenfunktional rotationssymmetrischer Flächen (4.1.1) sind alle Linienele-
mente (z, p) ∈ G× RN\{0} elliptisch.
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Beweis. Es ist

F (z, p) = z2(p
2
1 + p2

2)
1/2

Fpi(z, p) = z2
pi

(p2
1 + p2

2)
1/2

Fpipk(z, p) = z2
δik(p

2
1 + p2

2)− pipk

(p2
1 + p2

2)
3/2

,

so daß wegen z2 > 0 die Matrix

g(z, p) =

[
z2 0
0 z2

]

elliptisch ist.

(B.1.19) Bemerkung.
Die genaue Bedeutung der Bedingung, daß alle Linienelemente elliptisch seien, in der
folgenden Proposition soll uns nicht weiter interessieren. Sie stellt jedoch sicher, daß ein
modifizierter kanonischer Formalismus für parametrische Variationsprobleme funktioniert
(problematisch: wegen der Euler-Formel ist die Hesse-Matrix singulär) und insbeson-
dere ist die zu Q(z, p) korrespondierende Hamilton-Funktion Φ(z, y) für y 6= 0 von der
Klasse C2 mit

Q(z, p) = Φ(z, y) und pi = Φyi
(z, y).

Siehe [GH2, Chapter 8, 2.1, S.180–188] insbesondere Proposition 1.

(B.1.20) Proposition.
Seien F ∈ C2(K × (RN\{0})) und K wie in den Voraussetzungen (B.1.1) und (B.1.3),
sowie alle Linienelemente (z, p) ∈ K×(RN\{0}) elliptisch. Weiter sei γ eine quasinormale
Kurve in K, die schwaches Lipschitz-Extremal von F ist.
Dann ist γ ein Extremal von F , d.h. γ ∈ C2(I,RN) mit γ̇(t) 6= 0 für t ∈ I und

d

dt
Fp(γ(t), γ̇(t))− Fz(γ(t), γ̇(t)) = 0.

Beweis. Wegen der Quasinormalität gibt es eine Konstante c > 0, so daß F (γ, γ̇) = c fast
überall und damit nach Voraussetzung (B.1.1)

0 <
c

m2
< |γ̇(t)| < c

m1
fast überall auf I.

Nach der DuBois-Reymond-Gleichung für schwache Lipschitz-Extremale (siehe z.B.[GH1,
Chapter 1, 3.1, Proposition 1, S.41]) gibt es ein λ ∈ R

N , so daß für fast alle t ∈ I gilt

Fp(γ(t), γ̇(t)) = λ+

∫ t

0

Fz(γ(s), γ̇(s)) ds. (B.7)

Durch Multiplikation mit c und Q = 1
2
F 2 ergibt sich für fast alle t ∈ I

Qp(γ(t), γ̇(t)) = F (γ(t), γ̇(t))Fp(γ(t), γ̇(t))

= cFp(γ(t), γ̇(t))

= cλ+

∫ t

0

cFz(γ(s), γ̇(s)) ds

= cλ+

∫ t

0

Qz(γ(s), γ̇(s)) ds.

(B.8)



B.2. ANHANG I 123

Nun führen wir die zu Q(z, p) korrespondierende Hamilton-Funktion Φ(z, y) ein, welche
für y 6= 0 von der Klasse C2 ist. Für den Impuls y(t) = Qp(γ(t), γ̇(t)) erhalten wir dann
die Gleichung

y(t) = λc−
∫ t

0

Φz(γ(s), y(s)) ds für fast alle t ∈ I. (B.9)

Aus (B.8) ersieht man mit Fz(γ(·), γ̇(·)) ∈ L∞(I,RN), daß y ∈ C0,1(Ī ,RN). Damit ist
Φ(γ(t), y(t)) stetig auf I und aus (B.9) folgt sogar y ∈ C1(I,RN), so daß wegen

γ̇(t) = Φy(γ(t), y(t)) fast überall auf I

die Gleichheit, wegen der Stetigkeit der rechten Seite auf ganz I gilt, und damit γ ∈ C1(I,RN).
Da wir nun, wegen Φ von der Klasse C2 sogar wissen, daß die rechte Seite in C1 ist, gilt
γ ∈ C2(I,RN).
Die Euler-Lagrange-Gleichung erhält man nun durch Differenzieren von (B.7).

B.2 Anhang I

Hier stellen wir einige Ergebnisse zusammen, die wir im Beweis von Lemma (B.1.10)
benötigen.

(B.2.1) Lemma (Umkehrregel).
Seien −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ und f : [a, b]→ R eine stetige, injektive reelle Funktion.
Dann gilt für x ∈ (a, b) beliebig

f ist in x differenzierbar ⇒ f−1 ist in f(x) differenzierbar

mit

f ′(x) =
1

(f−1)′(f(x))
.

Beweis. Es gilt für h 6= 0

f(x+ h)− f(x)

h
=

1
h

f(x+h)−f(x)

=
1

f−1(f(x+h))−f−1(f(x))
f(x+h)−f(x)

t=f(x+h)−f(x)
=

1
f−1(f(x)+t))−f−1(f(x))

t

,

so daß wegen der Stetigkeit von f mit h→ 0 auch t(h)→ 0 und damit

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

t→0

1
f−1(f(x)+t))−f−1(f(x))

t

=
1

(f−1)′(f(x))
.

(B.2.2) Lemma (Komplemente von Nullmengen sind dicht).
Seien M ⊆ RN eine offene Menge und N ⊆ M eine Lebesgue-Nullmenge. Dann ist
M\N dicht in M .
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Beweis. Falls M = ∅ gilt, ist die Aussage klar. Sei also M 6= ∅. Wir wissen, daß jede
Kugel in RN echt positives Lebesgue-Maß hat. Das heißt für x ∈M und ε > 0 gilt

Bε(x) ∩ (M\N) 6= ∅.

Somit enthält jede Umgebung von x in M einen Punkt aus M\N .

(B.2.3) Lemma.
Seien −∞ < a < b < ∞ und f : [a, b] → R eine Lipschitz-stetige, injektive Funktion
mit

0 < c ≤ f ′(x) fast überall auf [a, b].

Dann ist die Umkehrfunktion f−1 ebenfalls Lipschitz-stetig.

Beweis. Es gilt also bis auf eine Nullmenge N ⊆ (a, b)

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

(x+ h)− x ≥ c.

Damit gibt es für alle x ∈ D := (a, b)\N eine offene Umgebung U(x) ⊆ (a, b) mit

f(x′)− f(x)

x′ − x ≥ c

2
für alle x′ ∈ U(x).

Nach Lemma (B.2.2) ist D dicht in (a, b), so daß

(a, b) =
⋃

x∈D

U(x),

das heißt

f(x′)− f(x)

x′ − x ≥ c

2

⇔ 2

c
|f(x′)− f(x)| ≥ |x′ − x| für alle x, x′ ∈ (a, b) mit x 6= x′

⇔ 2

c
|y′ − y| ≥ |f−1(y′)− f−1(y)| für alle y, y′ ∈ f((a, b)) mit y 6= y′.

Nach dem Satz über das Abbildungsverhalten stetiger, streng monotoner reeller Funktio-
nen ist f−1 ebenfalls stetig und f((a, b)) ein Intervall, so daß

2

c
|y′ − y| ≥ |f−1(y′)− f−1(y)| für alle y, y′ ∈ f([a, b]) mit y 6= y′.

B.3 Anhang II: Monotone reelle Funktionen

Wir wollen hier einige Aussagen, welche aus den reellen Funktionen wohlbekannt sind, ent-
wickeln, die wir im Beweis von Lemma (B.1.10) benötigen. Die Bezeichnungen, Lemmata
und Sätze sind mit Ausnahme von Korollar (B.3.5) aus [N].
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(B.3.1) Bezeichnungen.
Seien −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ und f : [a, b] → R eine reelle Funktion. Wir bezeichnen den
linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwert mit

f(x0 − 0) := lim
xրx0

f(x)

f(x0 + 0) := lim
xցx0

f(x).

(B.3.2) Lemma.
Seien a, b ∈ R, a < b und f : [a, b] → R monoton wachsend sowie m ∈ N, dann gilt für
jede Wahl x1, . . . , xm ∈ (a, b)

[f(a+ 0)− f(a)] +
m∑

k=1

[f(xk + 0)− f(xk − 0)] + [f(b)− f(b− 0)] ≤ f(b)− f(a).

Beweis. Wir können ohne Einschränkung (durch Umnummerieren, bzw. Streichen der
doppelten Einträge und entsprechendem Anpassen von m, die zusätzlichen Einträge ver-
größern die Summe nur) annehmen, daß

a < x1 < . . . < xm < b.

Setze nun x0 := a, xm+1 := b und wähle Punkte y0, . . . , ym mit xk < yk < xk+1 für
k = 0, . . . , m. Wegen der Monotonie von f gilt dann

f(a+ 0)− f(a) ≤ f(y0)− f(a)

f(xk + 0)− f(xk − 0) ≤ f(yk)− f(yk−1), k = 1, . . . , m

f(b)− f(b− 0) ≤ f(b)− f(ym).

Durch Summieren der Ungleichungen (Teleskopsumme) ergibt sich die Behauptung.

(B.3.3) Lemma.
Seien a, b ∈ R, a < b und f : [a, b] → R monoton wachsend sowie ε > 0. Dann kann f
höchstens endlich viele Sprungstellen haben, deren Sprung größer als ε ist.

Beweis. Sind x1, . . . , xm Unstetigkeitsstellen von f mit einem Sprung größer als ε, so gilt
mit Lemma (B.3.2)

mε ≤ f(b)− f(a),

so daß nach dem Archimedischen-Axiom m nicht beliebig groß sein kann.

(B.3.4) Satz.
Seien a, b ∈ R, a < b und f : [a, b]→ R monoton wachsend. Dann ist die Menge der Un-
stetigkeitsstellen von f höchstens abzählbar. Sind x1, . . . alle inneren Unstetigkeitsstellen,
so gilt

[f(a+ 0)− f(a)] +

m∑

k=1

[f(xk + 0)− f(xk − 0)] + [f(b)− f(b− 0)] ≤ f(b)− f(a) bzw

[f(a+ 0)− f(a)] +

∞∑

k=1

[f(xk + 0)− f(xk − 0)] + [f(b)− f(b− 0)] ≤ f(b)− f(a).
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Beweis. Sei H die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f und Hk die Menge der Unste-
tigkeitsstellen mit Sprung größer als 1

k
. Nach Lemma (B.3.3) sind die Mengen Hk endlich,

so daß H =
⋃

k∈N
Hk höchstens abzählbar ist. Im Falle endlich vieler Unstetigkeitsstellen

erhält man die Ungleichung direkt aus Lemma (B.3.2) und im Falle abzählbar unendlich
vieler Unstetigkeitsstellen unmittelbar durch Grenzübergang.

(B.3.5) Korollar.
Seien a < b und f : [a, b]→ R monoton wachsend. Dann gibt es höchstens abzählbar viele
(maximale) Intervalle, auf denen f konstant ist.

Beweis. Seien (Iα)α∈I die (maximalen) Intervalle auf denen f konstant ist, I eine Index-
menge sowie M :=

⋃

α∈I Iα.
Definiere

f : [a, b]→ R, x 7→ max

{

f(a), sup
x∈M, x≤x

f(x)

}

.

Die Abbildung f ist wohldefiniert (wenn man sup∅ f := −∞ setzt), da aus x ≤ x mit der
Monotonie f(x) ≤ f(x) folgt, und das Supremum daher, falls M nichtleer ist, wegen der
Dedekind-Vollständigkeit von R existiert. Weiterhin ist f monoton wachsend, stückweise
konstant (dabei sind isolierte Punkte zugelassen) und besitzt damit wegen f(x) = f(x)
falls x ∈ M mindestens soviele Unstetigkeitsstellen wie f (maximale) Intervalle besitzt
auf denen es konstant ist. Mit Satz (B.3.4) kann die Anzahl dieser Intervalle höchstens
abzählbar sein.



Anhang C

Der Hauptsatz über symmetrische

Polynome

In diesem Kapitel wollen kurz den in der Einleitung erwähnten Hauptsatz über symme-
trische Polynome vorstellen, dafür sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(C.1.1) Definition (Symmetrische und elementarsymmetrische Polynome).
Die symmetrische Gruppe Sn operiert kanononisch auf dem Polynomring R[X1, . . . , Xn]
durch

Sn × R[X1, . . . , Xn]→ R[X1, . . . , Xn], (f, σ) 7→ σf = f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)).

Die Invariaten dieser Operation

σf = f für alle σ ∈ Sn

heißen symmetrische Polynome und die Menge aller symmetrischen Polynome inR[X1, . . . , Xn]
bezeichnen wir mit SymR[X1, . . . , Xn]. Die elementarsymmetrischen Polynome sk(n) de-
finieren wir durch

sk(n) :=
∑

S⊆{1,...,n}
#S=k

∏

i∈S

Xi.

Nun kommen wir auch schon zum in der Kapitelüberschrift angekündigten

(C.1.2) Satz (Hauptsatz über symmetrische Polynome).
Sei f ∈ R[X1, . . . , Xn] ein symmetrisches Polynom, dann gibt es ein g ∈ R[X1, . . . , Xn],
so daß

f = g
(
s1(n), . . . , sn(n)

)
.

Beweis. Auf Nn
0 bildet die lexikographische Ordnung

(a1, . . . , an) ≤lex (b1, . . . , bn) :⇔ ∃i ∈ N0 : aj = bj∀j ≤ i und ai ≤ bi,

eine Totalordnung. Sei f ∈ R[X1, . . . , Xn], dann läßt sich f darstellen als endliche Summe
monomialer Summanden a(α)Xα mit nichtverschwindendem a(α). Daher gibt es einen
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Summanden dessen Gewicht α′ maximal (verglichen mit den anderen) bezüglich der le-
xikographischen Ordnung ist. Da f symmetrisch ist, bedeutet dies α′

1 ≥ . . . ≥ α′
n. Nun

betrachten wir die Differenz

f1 := f − a(α′)
n∏

i=1

si(n)α′
i−α′

i+1 mit α′
n+1 := 0.

Dabei gilt für alle Gewichte α der monomialen Summanden von f1 die echte Ungleichung
α <lex α

′ (d.h. α ≤lex α
′ und α 6= α′), denn das in si(n) lexikographisch maximale Monom

ist
i∏

j=1

Xj,

so daß der lexikographisch größte monomiale Summand in
∏n

i=1 si(n)α′
i−α′

i+1 gegeben ist
durch

n∏

i=1

(
i∏

j=1

Xj

)α′
j−α′

j+1

=
n∏

i=1

X
Pn

j=i(α
′
j−α′

j+1)

i

=

n∏

i=1

X
α′

i
i .

Dadurch hebt sich der (maximale) Summand mit Gewicht α′ in f−a(α′)
∏n

i=1 si(n)α′
i−α′

i+1

einfach weg. Nun könne wir die Konstruktion so lange wiederholen, bis wir irgendwann das
Nullpolynom erhalten. Der Prozeß terminiert, da die Gewichte stets echt kleiner werden,
ein kleinstes Element (0, . . . , 0) in Nn

0 existiert und es nur endlich viele Gewichte kleiner
einem festen α gibt. Damit haben wir die behauptete Darstellung gezeigt.

(C.1.3) Bemerkung.
Häufig wird der Hauptsatz auch in folgender Version (die noch zusätziche Informationen,
wie etwa Eindeutigkeit, beinhaltet) formuliert:
Die Abbildung

R[X1, . . . , Xn]→ SymR[X1, . . . , Xn], g 7→ g
(
s1(n), . . . , sn(n)

)

ist ein Isomorphismus.

(C.1.4) Beispiel.
Seien R = R und n = 2. Die elementarsymmetrischen Polynome sind dann gegeben durch

s1(2) = X1 +X2, und s2(2) = X1X2.

Dann gibt es nach dem Hauptsatz über symmetrische Polynome (C.1.2) zu Φ̂ ∈ SymR[κ1, κ2]
ein Φ̃ ∈ R[X1, X2], so daß gilt

Φ̂(κ1, κ2) = Φ̃(κ1 + κ2, κ1κ2).

Wenn wir nun noch die Koeffizienten anpassen, können wir natürlich auch erreichen, daß
für ein Φ ∈ R[X1, X2] gilt

Φ̂(κ1, κ2) = Φ

(
κ1 + κ2

2
, κ1κ2

)

.
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