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Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X mit einer Dichtefunktion

f(x) =
1

σ
√
2π

· e
−
(x− µ)2

2σ2

und σ > 0 heißt normalverteilt.

−2 −1 1 2 3 4 5

0,5

1
N(2; 1

3 )

N(2;2)

N(2;1)

N(0;1)

x

f(x)

Kurzschreibweise: X ∼ N(µ;σ)
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Normalverteilung: Gaußkurve

Normalverteilung C.F. Gauß
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Verteilungsfunktion Φ der Standardnormalverteilung

Dabei bedeutet Φ(x) zum Beispiel: Φ(2,13) = Φ(2,1+ 0,03) = 0,9834. Diesen Wert
findet man in der Zeile mit x1 = 2,1 und der Spalte mit x2 = 0,03.

x1\x2 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5754
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6737 0.6773 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7020 0.7054 0.7089 0.7123 0.7157 0.7191 0.7224
0.6 0.7258 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7518 0.7549
0.7 0.7580 0.7612 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7882 0.7910 0.7939 0.7967 0.7996 0.8023 0.8051 0.8079 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8290 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1 0.8414 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8532 0.8554 0.8577 0.8599 0.8622
1.1 0.8643 0.8665 0.8687 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9083 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9193 0.9207 0.9222 0.9237 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9358 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9430 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9485 0.9495 0.9505 0.9516 0.9526 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9600 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9679 0.9686 0.9693 0.9700 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9762 0.9767
2 0.9773 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9865 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9914 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9933 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9975 0.9975 0.9976 0.9977 0.9978 0.9978 0.9979 0.9980 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9983 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 0.9995
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Eigenschaften der Normalverteilung

Dichte ist symmetrisch zu µ:

f(µ− x) = f(µ+ x)

➠ µ ist Lage-, σ ist Streuungsparameter

Standardnormalverteilung:
N(0; 1) mit Verteilungsfunktion Φ(x) (→ Tabelle 3)

Kenntnis von Φ(x), µ und σ genügt, denn:
X ∼ N(µ;σ) ⇐⇒ X−µ

σ
∼ N(0; 1) ⇒

F(x) = Φ

(
x− µ

σ

)

Tabelle enthält nur positive x: Deswegen

Φ(−x) = 1−Φ(x)
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Normalverteilung: Beispiel

Beispiel:

Projektdauer X ∼ N(39; 2).

Wahrscheinlichkeit für Projektdauer zwischen 37 und 41 Wochen?

Lösung:

P(37 5 X 5 41) = F(41) − F(37)

= Φ
(
41−39

2

)
−Φ

(
37−39

2

)
= Φ(1) −Φ(−1)

= Φ(1) − [1−Φ(1)]

= 2 ·Φ(1) − 1

= 2 · 0,8413− 1

= 0,6826
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Lageparameter

a) Modus xMod: f(xMod) = f(x) für alle x

(i.A. nicht eindeutig, z.B. Gleichverteilung)

Beispiele:
Normalverteilung: xMod = µ

Diskrete Verteilung mit:

x 0 1 2

f(x) 1
4

1
2

1
4

}
⇒ xMod = 1

b) Median xMed: F(xMed) =
1
2

bzw. kleinstes x mit F(x) > 1
2

Beispiele:
Normalverteilung: xMed = µ

Diskrete Verteilung
oben: F(0) = 1

4
< 1

2
, F(1) = 3

4
> 1

2
⇒ xMed = 1
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Lageparameter: Fraktile

c) ααα-Fraktil xα: F(xα) = α (für stetige Verteilungen)

Beispiel: X ∼ N(0; 1), Y ∼ N(3; 2)

x0,975 = 1,96 (Tab. 3)
x0,025 = −x0,975 = −1,96

y0,025 = 2 · x0,025 +3 = −0,92

Hinweise:

xMed = x0,5

Wenn xα nicht vertafelt → Interpolation:

xα ≈ xa + (xb − xa) ·
α−a

b−a

mit
a : größte vertafelte Zahl < α

b : kleinste vertafelte Zahl > α

Beispiel: X ∼ N(0;1); x0,6 ≈
0,25+ (0,26− 0,25) · 0,6−0,5987

0,6026−0,5987 = 0,2533
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Statistik
Etschberger – SS2015

1. Einführung

2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie

Kombinatorik

Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter

4. Induktive Statistik

Quellen

Tabellen

148

Lageparameter: Erwartungswert

d) Erwartungswert E(X) bzw. µ:

E(X) =



∑
i

xif(xi), falls X diskret

∞∫
−∞

xf(x)dx, falls X stetig

Beispiel: Diskrete Verteilung mit

x 0 1 2

f(x) 1
4

1
2

1
4

⇒ E(X) = 0 · 1
4 + 1 · 1

2 + 2 · 1
4 = 1

Beispiel: Für eine exponentialverteilte Zufallsvariable X mit der Dichte

f(x) =

{
λ · e−λx für x > 0

0 sonst
folgt

E(X) =

∫∞
−∞ x · f(x)dx = λ

∫∞
0

x · e−λxdx = λ

[
−

1

λ
xe−λx −

∫∞
0

1 ·
(
−

1

λ
e−λx

)
dx

]
= −xe−λx −

1

λ
e−λx

∣∣∣∣∞
0

= −0−

(
−0−

1

λ

)
=

1

λ
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Rechenregeln für den Erwartungswert

Ist f symmetrisch bzgl. a, so gilt E(X) = a

Beispiel: f der Gleichverteilung symmetrisch
bzgl. a+b

2
⇒ E(X) = a+b

2

Lineare Transformation:

E(a+ bX) = a+ b · E(X)

Summenbildung:

E

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

E(Xi)

Beispiel: X gleichverteilt in [0; 10], Y ∼ N(1; 1); Z = X+ 5Y

E(Z) = E(X+ 5Y) = E(X) + E(5Y) = E(X) + 5 · E(Y) = 10+0
2

+ 5 · 1 = 10

Unabhängigkeit:

X, Y unabhängig ⇒ E(X · Y) = E(X) · E(Y)
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Streuungsparameter

Varianz Var(X) bzw. σ2 :

Var(X) = E([X− E(X)]2) =


∑
i

[xi − E(X)]2f(xi), wenn X diskret

∫∞
−∞[x− E(X)]2f(x)dx, wenn X stetig

Standardabweichung Sta(X) bzw. σ: Sta(X) =
√

Var(X)

Beispiel: Diskrete Verteilung x 0 1 2

f(x) 1
4

1
2

1
4

:

Var(X) = (0− 1)2 · 1
4

+ (1− 1)2 · 1
2

+ (2− 1)2 · 1
4

=
1

2

Beispiel: Für eine exponentialverteilte Zufallsvariable X (Dichte siehe Erwartungswert) folgt

Var(X) =

∫∞
−∞(x− E(X))f(x)dx = λ

∫∞
0

(
x− 1

λ

)2 · e−λxdx

= e−λx
(
−x2 + 2x

λ
−
(
1
λ

)2
− 2

λ2 − 2x
λ

+ 2

λ2

)∣∣∣∞
0

= 0−
(
−02 −

(
1
λ

)2)
=

1

λ2
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Rechenregeln für die Varianz

Verschiebungssatz:

Var(X) = E(X2) − [E(X)]2

Beispiel: Diskrete Verteilung x 0 1 2

f(x) 1
4

1
2

1
4

:

E(X2) = 02 · 1
4
+ 12 · 1

2
+ 22 · 1

4

= 3
2

⇒ E(X2) − [E(X)]2 = 3
2
− 12 = 1

2
= Var(X)

Lineare Transformation:

Var(a+ bX) = b2 Var(X)

Summenbildung gilt nur, wenn die Xi unabhängig! Dann:

Var

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

Var(Xi)
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Erwartungswerte und Varianzen wichtiger Verteilungen

Verteilung von X E(X) Var(X)

Binomialverteilung B(n;p) np np(1− p)

Hypergeometrische Verteilung
mit den Parametern N, M, n

nM
N

nM
N

N−M
N

N−n
N−1

Poisson-Verteilung P(λ) λ λ

Gleichverteilung in [a;b]
mit a < b

a+ b

2

(b− a)2

12

Normalverteilung N(µ;σ) µ σ2
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Anwendung: Ungleichung von Tschebyschow

Für beliebige Zufallsvariablen X und ε > 0 gilt die
Ungleichung von Tschebyschow:

P
(
|X− E[X]| > ε

)
6

Var[X]
ε2

Beispiele:

X ist gleichverteilt mit Parametern a, b und ε = 1
3
(a− b),

also E[X] = 1
2
(a+ b) und Var[X] = 1

12
(a− b)2

⇒ P
(∣∣X− 1

2
(a+ b)

∣∣ > 1
3
(a− b)

)
6

(a− b)2

12
· 32

(a− b)2
= 3/4

X ∼ B(100; 0,2) und ε = 10

damit: E[X] = 100 · 0,2 = 20 und Var[X] = 100 · 0,2 · (1− 0,2) = 16

⇒ P
(
|X− 20| > 10

)
6

16

102
= 0,16
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Kovarianz und Korrelation

Kovarianz:

Cov(X, Y) = E[(X− E(X))(Y − E(Y))]
= E(X · Y) − E(X) · E(Y)
(Verschiebungssatz)

Korrelationskoeffizient:

ρ(X, Y) =
Cov(X, Y)√

Var(X) · Var(Y)

Bemerkungen:
ρ ist r nachgebildet ⇒ ρ ∈ [−1; 1]
|ρ| = 1 ⇐⇒ Y = a+ bX (mit b ̸= 0)
ρ = 0 ⇐⇒ X, Y unkorreliert

Varianz einer Summe zweier ZV:

Var(X+ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y)
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Grundlagen der induktiven Statistik

Vollerhebung of unmöglich,

Deshalb: Beobachte Teilgesamtheit und schließe auf
Grundgesamtheit

Beispiel

Warensendung von 1000 Stück; darunter M Stück Ausschuss.
M ist unbekannt.
→ Zufällige Entnahme von n = 30 Stück („Stichprobe“).
Darunter 2 Stück Ausschuss.
Denkbare Zielsetzungen:

Schätze M durch eine Zahl (z.B. 2
30

· 1000 = 66,67)

Schätze ein Intervall für M (z.B. M ∈ [58; 84])
Teste die Hypothese, dass M > 50 ist.

ste
pen


	Statistik
	Statistik: Einführung
	Berühmte Leute zur Statistik
	Wie lügt man mit Statistik?
	Gute und schlechte Grafiken
	Begriff Statistik
	Grundbegriffe der Datenerhebung
	R und RStudio

	Deskriptive Statistik
	Häufigkeiten
	Lage und Streuung
	Konzentration
	Zwei Merkmale
	Korrelation
	Preisindizes
	Lineare Regression

	Wahrscheinlichkeitstheorie
	Kombinatorik
	Zufall und Wahrscheinlichkeit
	Zufallsvariablen und Verteilungen
	Verteilungsparameter

	Induktive Statistik
	Grundlagen
	Punkt-Schätzung
	Intervall-Schätzung
	Signifikanztests



