2016/17 — Aufgabensammlung - (Seite 82 von 148)

nter

hematik — Wi

g — Wirtschaf

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augsk

Integralrechnung

Aufgabe 62

Gegeben seien die beiden Funktionen f, g : R — R mit
f(x) =-2x+10 sowie g(x) =x*4+2.

a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von f und g.

b) Berechnen Sie die Fliche, die durch die Graphen von f und g eingeschlossen wird.

Lésungshinweis:

a) Schnittpunkte bei x = —4 und x = 2.
b)

2 1 5 2 8 64
/ f(x)—g(x)dx = [——x3—x +8x] :———4+16—(——16—32) =36
4 3 4 3 3
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Aufgabe 63
22x1
a) Man berechne das bestimmte Integral: da 0
—_— = = 3x
, o3 x 3xt &) A2 x

3x2 A_ .4 4
1 = —dx firy > 1 p 1'%

I R P L

Zeigen Sie aulerdem, dass /(y) streng monoton wachst und berechnen Sie /(2).

b) Berechnen Sie die Fliche, die von den Graphen der Funktionen f und g mit

1
=5——x?
f(x) 5%
1
g(x)=x2+3x—|—§

eingeschlossen wird.
(Hinweis: Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus den Schnittpunkten der Graphen.)

Lésungshinweis:

d
a) Substitutionsregel: Mit z = (x> + 1) = d—Z = 3x? = dz = 3x2dx folgt:
X

3x2 1 1 1 1 1 1
—dx:—/Z_ZdZ:—- 2ty c=03+1D)2+C
/2«/x3+1 2 2 ( )

y
= 1) = [+ DI = B +1-v2
b) Schnittpunkte: f(x) = g(x) <= 5—-1x? =x>+3x +1
— —%x2—3x+%=0
= vp=i(2£VITR)=-142=

Fliache zwischen den Graphen:

+1

1 1
/ f(x)—gx)dx = / —%xz —3x + 2dx
_3 —_

2

3y
2%
R

/—\ NI\O

1
-7 -%-1e

83


ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
z

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
z

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
z

ste
Highlight

ste
z

ste
z

ste
z

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
z

ste
Highlight

ste
z

ste
Highlight

ste
Highlight


2016/17 — Aufgabensammlung — (Seite 84 von 148)

iter

tik — Wir

9

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augst

Aufgabe 64

Gegeben sei eine Grenzkostenfunktion

% c(0) = 1000
3. /% fir x e[0,100] /“g*x tiky - (ky=1000)

%3400 :
c'(x) = 130 fir xe[100,400] . 30xtky 206 4 1000

600 N (o 30.1004ky =3000

0 far x  [400, 900] . O res

. _ 6ap-2.20tky = 12000
Die fixen Kosten betragen ¢ (0) = 1000. 600-2-Tx '+ K3 - Kq=-12000

Bestimmen Sie dazu eine stetige Gesamtkostenfunktion ¢ (x) und berechnen Sie die Gesamt-
kosten fiir x = 100, x = 150 und x = 625.

Lésungshinweis:

2x2 + 1.000 fiir x € [0; 100]
c(x) = {30x fiir x € [100; 400]
1,200/ — 12.000 fiir x € [400; 900]

Damit:

¢(100) = 2-1.000 + 1.000 = 3.000
¢(150) = 30 - 150 = 4.500
¢(625) = 1.200 - /625 — 12.000 = 18.000

25000
I

c(0, 30000)
15000
|

0 5000

I I I I I
0 200 400 600 800

84  ¢(0, 900)
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Aufgabe 65

Der momentane Umsatz eines Produktes zum Zeitpunkt ¢ sei durch
die Funktion u : R4 — R4 mit

DI~

u(t) = 1000(z +1) e~
gegeben.

a) Skizzieren Sie die Funktion # im Planungszeitraum [0,10] und berechnen Sie den Ge-
samtumsatz in [0,77] .

b) Ermitteln Sie den Gesamtumsatz fiir 7 = 10und 7" — o0 .

Lésungshinweis:

a)
T
GU(T) = f 1000 - (z + 1) - ¢~5 df = 1000 - (6 — (2T +6) - e_%)
0
o :

1200 AN So wld) ht
AN (T

AN
o N\ w00 & % T(7-7)
600 AN 1065, 5-3)

\\ = 2000- (3 - e'“-‘('ru))
200 ~——_
\ugt) =1000-(t +1)-¢e 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b)
GU(10) = 1000 (6 — 26 -¢™°) ~ 5.825,8
lim GU(T) = lim 1000 - (6— 2T:T6) = 1000 - (6— lim 2T) = 6.000
T—o0 T—o00 ez T—oo 1,5
. e ht
P""uel':ard“" ¢ ore Xt
- . Kt
Ju.u)ouz 4000 - I({n). e :“ dt = m[(gn)'(-bf-v) ‘J 1 ‘("" )“-*]
s f R} -fy ¢t
funidilpuict g5 - “000. [-z(th) Ht 4,: .(.r.-e'm)]
his g, ) . =1000-€" At (Lg¢ -2~ 4 J
well d dunoln abhaben tnfaches wird =2000.¢ At (-¢ -3)

el { duide o’uieariuu. nicht viel komplf‘igb wird
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Aufgabe 66

Fiir ein Produkt sollen die Kosten- und Umsatzentwicklungen in Abhéngigkeit der Zeit¢ = 0
betrachtet werden. Dabei wurden fiir die Verdnderung der Kosten k(¢) bzw. des Umsatzes u(¢)
die Beziehungen folgendermafen ermittelt:

;o dk(r) 100 b
k'(t) = @ i+ bzw. u'(t) =

du(t) 1000
dt (1 +1)2

firalle =0

a) Zeigen Sie, dass die Kosten k(¢) und der Umsatz u(¢) fiir # = 0 monoton wachsen,
wihrend der Gewinn g(t) = u(t) — k(¢) fir t = 9 monoton wichst und fiir ¥ = 9
monoton fillt.

b) Berechnen Sie die bestimmten Integrale

9 9

kg = /k/(t)dt, Ug = /u/(t) dt, 89 = ug—kg

0 0

und interpretieren Sie diese Ergebnisse.

c) Zeigen Sie, dass es eine obere Integrationsgrenze z = 9 mit g, = 0 gibt (keine Berech-
nung erforderlich).

Lésungshinweis:

a) k’(¢) und v’ (¢) sind jeweils die Ableitung von k(¢) bzw. u(¢). Da k’(¢) und u/(¢) positiv sind fiir
alle t > 0 miissen k(¢) bzw. u(¢) streng monoton steigen.

1000 100 100

t+1)2 141 :(t+1)2’(9_’)=>g/(l)>0

gy =u'(t)—k') =

und damit g(¢) streng mon. steigend fiir 0 < ¢ < 9 und g’(¢) < 0 sowie g(¢) streng monoton
fallend fiir r > 9.

9 9
b) k9=/ k’(z)dz:loo.[1n|z+1\] =100-1n10
0 0

9 17° 1 1
, _
u9=/ w'(t)dt =1000- | —— | =1000- [ —— + =) = 900
0 t+1], 10 1

89 = U9 — ko = 900 — 100 -1n 10 ~ 669,74

=1000- | —
C) &z ( z

1
1+1)—100~ln(z+1)

100-]10 10 In(z + 1)
= . ——— —In(z
z+1

Beispielsweise gilt fiir z = e!© fiir

10
geto = 100- (10 ~o T+ 1) <o
N ——
<0 <—1Inel0=-10

Weil g, stetig muss damit mind. ein 9 < z < e!% mit g, = 0 existieren (Zwischenwertsatz)



2016/17 — Aufgabensammlung — (Seite 87 von 148)

nter

hematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augsk

Aufgabe 67

Fiir den Verlauf des Absatzes y(¢) eines Produktes in Abhéngigkeit der Zeit ¢ > 0 wird die
folgende Beziehung angenommen:

d)c}l—il) = 2 -y(@)-(a—y(t)) mit  y(¢) € (0,a) Vt (6)

a) Formen Sie diese Gleichung in eine Integralgleichung der Form

[emar= [ rou

um und berechnen Sie daraus eine Funktion y (), die Gleichung (6) erfiillt.
b) Bestimmen Sie y(¢), wenn a = 100, ¢ = 1 und y(0) = 50 gilt.

c) Skizzieren Sie die in b) erhaltene Funktion und interpretieren Sie Gleichung (6) mit
Hilfe Threr Skizze.

Lésungshinweis:

a)

dy_c B a .
E——y(a y):»/ - _y)dy—[cdt

=/cdt

:>1ny—1n(a—y):c-t+k

eeidhnt (

= In =ct+k

hm&fc}&" = Y _ " + K =) a-(& ik)(k-

R e© YK)-a i "‘)3'
:>y(t)=1+ect+K
}..(g +x)3. -@ m)a.
b) , ettin -
B 100 - e B _ _ 142"* 4K
y(0) = T 1 +K=50 = K=0 = y({)=100- 1+t

¢) Zeichnung fiir # € [0; 10]

87
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y(1)
1204

100 y(t) = 100 - &

/ W

40

20

> [

1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
y(1) startet mit Steigung 155 (0) - (100 — y(0)) = 145 - 50 - (100 — 50) = 25 und sittigt fiir
t — oo gegen 100.
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Aufgabe 68

Die Gammafunktion I": R — R mit
o0
Ir'x) = / t* e ds
0

kann fiir n € N zur Berechnung der Fakultiit n! genutzt werden. Im Folgenden soll mit Hilfe
vollstindiger Induktion gezeigt werden, dass I'(n) = (n — 1)! gilt.

a) Zeigen Sie, dass I'(1) = 1 ist.
b) Zeigen Sie, dass I'(n + 1) =n - '(n) gilt!

Tipps fiir b):

» Verwenden Sie partielle Integration

» Sie diirfen verwenden, dass lim —t"e~% = 0.
t—>00

Lésungshinweis:
a)
o0
_ 1-1 —t _[_a—t]%° _n_ (_ —
F(l)—/o L:re dt—[ e ]0 =0—-(—-D =1
b)

o0
'nh+1)= / HIlet gy
0

= [-" .e—‘]°° 4+ /oonz”‘le_tdt
— o i

=0+4+n-I'(n)

&9
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Aufgabe 69

Ist identisch zu Aufgabe 63!
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Aufgabe 70
Die Funktion f: R*T\{0} — R ist gegeben mit
Inx

fx) = ?

a) Bestimmen Sie alle Extremwerte der Funktion, falls es welche gibt.
b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(x).

Lésungshinweis:

x2 —1In(x) - 3x2 _ 1-3In(x)

a) fl(x)= < 7] =0<:>ln(x)=%<:>x=e
X X
12In(x) — 7 1 4 -7
F"(x) = — = f (63) =—< 0
1 e’
Damit ist x = e3 das einzige Extremum, ein globales Maximum.
b) /f(x) dx = fx_3 -In(x)dx = ;x_3+1 -In(x) — / lx_zldx
-3+1 2 X
In(x 1 =2 —In(x
e 1 2o h)
2x%2  4x2 . 4x
pouiiclle. lnlegradion

[ gy L[t by = Bt el) @[ HE b
g - f g1 g ('
= -%x ) 4% | 2o

&
= (xBgy = A_. 000
s sx dx—-.'!f‘l * :-Xx"'ﬁ.(a)f%e(-%-x")
-.'yz.x-..' - u(ﬂ)"
- -2y
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