Wirtschafts- und Finanzmathematik

fiir Betriebswirtschaft und International Management

Wintersemester 2016/17

Datum WiMa far IM/BW
05.10.2016 Einflhrung, R, Grundlagen
12.10.2016 Grundlagen, Aussagen
19.10.2016 Aussagen, Mengen, Relationen
26.10.2016 Folgen, Reihen
02.11.2016 Reelle Funktionen einer Variablen, Stetigkeit
09.11.2016 Differentialrechnung
16.11.2016 Differentialrechnung
23.11.2016 Integration
30.11.2016 FiMa
07.12.2016 Matrizen, Vektoren, Lineare Gleichungssysteme 10
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14.12.2016 Determinanten, Eigenwerte 11
21.12.2016 Lineare Optimierung 12
28.12.2016 Weihnachten

04.01.2017 Weihnachten

11.01.2017 Puffer, Wiederholung 13
18.01.2017 Beginn derPrifungszeit

Prof. Dr. Stefan Etschberger
HSA
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Tilgumy 2 Zusinchrohion b Sld Swmme S
M&:Qam& z Tilaumasrodw siudh Kowstamt

Fir § = 40000€,i = 0.05, n = 5 ergibt sich
bei jihrlicher Ratentilgung T = 40000 — 8000

5
sowie nachfolgender Tilgungsplan: _. itod
Rudgudd s /.T-‘a""";. AT

i

k Ry A% Tk Ak
1 40000 2000 8000 10000
2 32000 1600 8000 9600
3 24000 1200 8000 9200
4 16 000 800 8000 8800
5 8000 400 8000 8400
Summe 6000 40000 46000
Die gesamte Zinsbelastung in 5 Jahren betrégt
hier 6000 €.
A
10.000 |
8.000 |
g
&
+
=
e
=
0 ! ' ' ' 1 >
1 2 3 4 5 Jahr

Avmu.iﬁ.lh"il%m& £ Ay sink Kot stont
Tiloumy Reanbean

hﬁ.ds%d«- RMJCMM.. uu't
johrt. nachsdrh Role r

S = Aj—q R,=r 4™

SMdSM S
Aunnwi tot A

Rest sdawld na.ok t Ia.km

Sw\ - A j,,‘—

Fir S = 40000€,i = 0.05, n = 5 ergibt sich
bei jahrlicher Annuitéitentilgung gerundet

0.05

A =40000-1,05 -
1.05°

e 9238,99 €

sowie folfender Tllgungsplan

Til Pad A“““'HN‘
p— E"E?""' Zx Tka 3 Ak
1 40000.00 2000.00 7238.99 9238.99 '
2 32761.01 1638.05 7600.94 9238.99 3““*’ °
3 25160.07 1258.00 7980.99 9238.99

4_ 17179.08 858.95 8380.04 9238.99
57 8799.04 439.95 8799.04 9238.99

Summe 6194.95 40000.00 46194.95

Rentschulol noda Jn.l\w-h
(2 Btamu AeLs 4. }luu)

31_A:t_1

Die sich dndernde Aufteilung der Annuitéten in
Tilgungs- und Zinszahlungen zeigt die folgende
Figur 26.5.

| = 40000 - 4.05 - 92 “.1.03’-1
) 33 1.05-1

10.000

8.000

% 17179.08

Tilgung + Zins
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Rentenrechnung

Definition

Rente: Zahlungsstrom mit Zahlungen in gleichen zeitlichen
Abstanden und (meistens) in konstanter Hohe

Unterscheidung zwischen Renten

» mit Zahlung am Ende einer Rentenperiode (nachschussig)
» mit Zahlung zu Beginn einer Rentenperiode vorschussig)

» mit endlicher Laufzeit (endliche Renten)
» mit unendlicher Laufzeit (ewige Renten)

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

8.1. Zinsen

8.2. Renten
Unterjahrige Renten
Ewige Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

Symbol Bezeichnungen

4. Folgen und Reihen

Tt Rentenrate in Periode t 5. Reelle Funktionen
n Laufzeit (t — ‘I, . )n) 6. Differenzieren
m Anzahl der Rentenzahlungen pro Zinsperiode 7 Integration

. 8. Finanzmathematik
q ZI n Sfa ktor 8.1. Zinsen
Ro Barwert der Rente ngzjj";::ge .
R Endwert der Rente Ewige Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung
9. Lineare Algebra

10. Lineare
Programme

176



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

Rentenzahlung jeweils am Ende einer Zinsperiode, jeweils in Hohe
von

1. Grundlagen
2. Aussagenlogik

‘r] — TZ — e Tn — COﬂSt. =T 3. Mengen

= Rentenendwert R,,: 4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

RTL =T qu—] _I_ T. qu—Z _I_ . _|_ T . q _I_ T 7. Integration
: 5 8. Finanzmathematik
n— n— .
=T7T- . v ] 8.1. Zinsen
(q _|_ q —|_ —|_ q —|_ ) 8.2. Renten
n—1 Unterjahrige Renten

Ewige Renten

—r. Z qt (geometrische Reihe) -

t=0 8.4. Kursrechnung
9. Lineare Algebra

=T - — 10. Lineare
q — 1 Programme

177



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

» Endwert R,, der Rente:

1. Grundlagen
2. Aussagenlogik

=T NREFp)n 3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

» NREF: Nachschussiger Rentenendwertfaktor fir endliche R —
konstante Rente. 8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen

» Barwert der Rente: 82. Renten

Unterjdhrige Renten
Ewige Renten
8.3. Tilgung
qn _ 1 qn _ 1 8.4. Kursrechnung

=T7T- :rNRBF n
qn(q_1) qu-|—1 _qT\. P,

ROIRn'q_nIT"

9. Lineare Algebra

10. Lineare
Programme

» NRBF: Nachschissiger Rentenbarwertfaktor

178



Beispiel Rentenendwert

Beispiel

Genau 10 Jahre lang wurde jeweils zum Jahresende ein Betrag von
12.000 € zum Zinssatz von 4% angelegt. Wieviel kann zu Beginn
des 11. Jahres (entspricht dem Ende des 10. Jahres) abgehoben

werden?

Losung:

Mitn =10, g = 1,04 und r = 12 000 gilt Folgendes:

R10 =12 000 -

1,0410 — 1

1,04 — 1

=12 000 - 12,006107

— 144 073,28

€]

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

S

8.1. Zinsen

8.2. Renten
Unterjahrige Renten
Ewige Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

179



H H Wirtschaftsmathematik
Beispiel Rentenbarwert Ftochborgor - WS2016

CS

Beispiel

Aus welchem zum Zeitpunkt 0 eingezahlten Betrag kann 10 Jahre
lang bei 4% Zins eine konstante nachschiissige Rente von 12.000
€ bezahlt werden?

Losung: Frage nach dem Barwert einer Rente. Mit n =10, q = 1,04
und r = 12 000 gilt:

8.1. Zinsen

1 )041 0O 1 8.2. Renten

Unterjahrige Renten

1 )041 1 i ] )04] O Ewige Renten

8.3. Tilgung

Ro =12 000 -

8.4. Kursrechnung

~ 12 000 - 8,110896

~ 9733075 [€]
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Wirtschaftsmathematik
Umformung der Rentenbar- und -endwertformel Ftochborgor - WS2016

CS
» Je nach Fragestellung: Laufzeit n, Rentenzahlung r, Verzinsungsfaktor q @S

» Rentenzahlung r:

R n+1 _ 4m R 1
po Ro ot R
NRBF, qn — 1 NREF, . qn — 1
» Laufzeit n aus Ry: > g aus Ry:
8.1. Zinsen
2 I 8.2. Renten
In (] + %) RO qn+] - (RO + T)qn —|— T = O . Unterjahrige Renten
n —= Ewige Renten
In qg 8.3. Tilgung
8.4. Kursrechnung
> g aus Ry:

» Laufzeit n aus Ry:

“In (1 _ Rg'i)

n= Ing » Berechnung von g im Allgemeinen
nur naherungsweise (iterativ) moglich

r-q“—Rn-q+Rn—r£O.

181



Beispiel nachschiissige Rente

Beispiel

Ein Steuerberater kauft die Kanzlei eines alteren Kollegen und
muss als Kaufpreis 10 Jahre lang jahrlich-nachschiissig je 12.500 €
zahlen. Durch welchen Betrag konnte der Steuerberater diese
Zahlungsverpflichung sofort bei Vertragsabschluss ablésen, wenn

mit 8% Zinsen kalkuliert wird?

Losung: Gesucht ist der Rentenbarwert mit r =12 500, q = 1,08

und n = 10. Es gilt dann:

1,0870 — 1

Ro = 12500 -

1,081 —1,0810

= 12500 - 6,710081

— 83 876,01

€]

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

8.1. Zinsen

8.2. Renten
Unterjahrige Renten
Ewige Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

182



Beispiel nachschiissige Rente

Beispiel

Der Barwert einer Gber 15 Jahre laufenden nachschiissigen
Jahresrente betragt bei 5%-iger Verzinsung 10.380 €. Wie hoch

sind die jahrlichen Rentenzahlungen?

Losung: Gesucht sind die Rentenzahlungen r mit Ry = 10 380,

q = 1,05 und n = 15. Es gilt dann:

r=10380-

1,0576 —1,05'°

1,0515 — 1

— 10 380 - 0,096342

— 1 000,03

€]

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

S

8.1. Zinsen

8.2. Renten
Unterjahrige Renten
Ewige Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

183



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

» Rentenbetrag wird jeweils zu Beginn der Zinsperiode in Hohe von
Ty =715 =.-- =71, =1’ bezahlt.

» dquivalenzprinzip = Endwert der Rente: 1. Grundlagen

» vorschissige Rentenzahlung r’ ~ nachschiissige Rentenzahlung 2. Aussagenlogik
r = T = r’q 3

. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
Ra = t/-q-°—— = 1" - VREF,
q — 1 ’ 6. Differenzieren
7. Integration
. 8. Finanzmathematik
» VREF: Vorschussiger Rentenendwertfaktor 61 Zinsen

8.2. Renten
Unterjdhrige Renten

Ewige Renten

» Barwert der Rente: 8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra

Ro

10. Lineare
Programme

Rn°q_n
qt —1 qt —1 ,
T @- qr—qn! "

/

= T

» VRBF: Vorschissiger Rentenbarwertfaktor

184



Unterjahrige Raten und jahrliche Verzinsung ""E‘t’:j,fg:f;‘e':‘?w;gj‘;“‘

Q/QQ
( )

<)

Aufteilung der Zinsperiode in mehrere gleich lange
Rentenperioden, d.h. m Rentenzahlungen pro Zinsperiode (= Jahr).
Dazu:

» Rechnung mit einfacher Verzinsung innerhalb der Zinsperiode

» Rentenzahlungen nachschissig (also am Ende jeder unter;.
Rentenperiode) oder vorschiissig moglich

Lésung: Errechnung von konformen (gleichwertigen) jahrlich
nachschussigen Ersatzzahlungen zu den m unterjahrigen oo
Za h I u nge n . Unterjahrige Renten

Ewige Renten

8.1. Zinsen

8.3. Tilgung

DEﬁnitiOn 8.4. Kursrechnung

Te heilst konforme jahrlich nachschiissige Ersatzrentenrate einer
nachschussigen (oder vorschissigen) unterjahrigen Rentenrate r.

185



Berechnung von r.:

falls unterjahrige Rente nachschiissig: falls unterjahrige Rente vorschiissig:

1
Te=T+71- 14+ — -1 re:r-(1+l-1)
m m
2 . 2
+r-(1T4+—=-1 +r-(1T4+ —-1
m m
+ + .
m — 1 m
_|_1~.(]_|_ — 1) + 7T (1—|—m l>
= r-m =Tr-m
1 1
+ir-—(14+2+...+(m—=1)) +i-7v-—=((01+2+...+m)
m m
. om— 1 . om+ 1
Te =T- m—I—l-T Te =T- m—l—l-T

Aus Ersatzrentenrate r.: Weiterrechnen mit Formeln fir jahrliche nachschissige
Rente

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
Unterjdhrige Renten
Ewige Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung
9. Lineare Algebra

10. Lineare
Programme

186



H H Wirtschaftsmathematik
Beispiel konforme Ersatzrentenraten Ftochborgor - WS2016

Beispiel

Ein Sparer legt monatliche nachschussig 1.000 € auf ein Konto.
Wie hoch ist der Kontostand nach 10 Jahren bei einem Zinssatz
von 4%:?

Losung: Gesucht ist der Rentenendwert auf Basis der konformen
Rentenraten. Mitn =10, m =12, g = 1,04 und r = 1 000 ergibt
sich Folgendes:

O 04 ‘ 1 ] ] 04] O - ] 8.1. Zinsen
R — 1 OOO : 12 ) : ) 8.2. Renten
10 [ —I_ 2 ] ] )04 T ] .U;1terjéhrige Renten
12,22 o

8.4. Kursrechnung

=12 220-12,006107 = 146 714,63

Beim Zinssatz von i = 4% kann eine monatlich nachschissige
Rente von 1.000 € durch eine jahrlich nachschissige
Rentenzahlung von 12.220 € gleichwertig ersetzt werden. Der
Kontostand nach 10 Jahren betragt 146 714,63 €.

187



8 Wirtschaftsmathematik
EW|ge Renten Etschberger - WS2016

» Eine Rente heiflt ewige Rente, wenn Anzahl n der
Ratenzahlungen nicht begrenzt, n also beliebig grof3 wird
(N — o0).

» Berechnung des Rentenendwertes dann nicht moglich
» Rentenbarwert Ry existiert jedoch:

. . T qt—1
Ro = lim (r-NRBF) =r- |lim :
n—oo n—oo qn q— ]
‘I 8.1. Zinsen
. 1 T q_Tl 1 T 8.2. Renten
=T7T- Ilm =T — = - Unterjihrige Renten
n—oo q - 1 q _ 1 1 Ewige Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

» Damit: Rentenbarwert einer nachschissigen ewigen Rente:

188



Wirtschaftsmathematik

Ewige Renten: Beispiel Ftschberger - WS2016

CS

Beispiel

Wie grol3 ist der Barwert einer ewigen nachschussigen Rente von
40.000 € pro Jahr, wenn der Zins bei 8% liegt?

Losung:
40 000
Ro = ——— =500 000
0)08 8.1. Zinsen
» Anmerkung: Geht man von einer vorschiissigen ewigen Rente e Aenten
aus, so ergibt sich fiir den Rentenbarwert: g e
.3. Tilgung
/ 8.4. Kursrechnung

T
Ro =71"+ —
1

189



Wirtschaftsmathematik

T|IgungerChnung Etschberger - WS2016

Q/QQ
( )

<)

» Ruckzahlung oder Tilgung gréBerer Darlehen oft in mehreren
Raten

» Hier betrachtet: Tilgung in mehreren Teilbetragen, in
konstanten Zeitabstanden

» Jede zu bezahlende Rate beinhaltet Zinsen und Tilgung

» Verwendete Symbole:

Symbol Bezeichnung

8.1. Zinsen

S Darlehenssumme, Anfangsschuld 52, Renten

Ry Restschuld nach k Jahren S —
n Tilgungsdauer (€ N) Arnuidrendung
Zy Zins am Ende des k-ten Jahres ) g
Ty Tilgungsquote am Ende des k-ten Jahres

Ax Annuitat am Ende des k-ten Jahres

» Unterscheidung zwischen Ratentilgung und Annuitatentilgung

190



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1. Grundlagen

» Wahrend Laufzeit sind Tilgungsquoten konstant. Daraus folgt: 2. Aussagenlogik
3. Mengen
Ty =T= § 4. Folgen und Reihen
n

5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

> Und damit: 7. Integration

8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen

Ry =S —k-T Restschuld nach k Jahren o2 feneen

8.3. Tilgung
Ratentilgung

Zi =Ryx_7-1 Zins am Ende des k-ten Jahres Annuitatentilgung

8.4. Kursrechnung

Ax =Zx+T  Annuitat am Ende des k-ten Jahres 9. Lineare Algebra

10. Lineare
Programme
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» Problem der Ratentilgung: Belastung anfangs hoch, spater
geringer

» Ausweg: Konstanthalten der Annuitaten tGber Rentenformel

"(g—1
A —a—s. 4=
qr —1
» Daraus ergibt sich: S
qk —_ ] 8:2;1t1e—ir|1€:iLIJ:jng
Rk =S-qc—A q—1 Restschuld nach k Jahren Annuititentigung

Zy =Ry_1-i=A-(1—qg~™ ') Zinsen im k-ten Jahr
T« =A—Zx=A gk ! Tilgung im k-ten Jahr
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

Warum beschaftigen wir uns mit linearer Algebra?

» Quantitative tabellarische Daten (Excel) sind aus betriebs- und
volkswirtschaftlichen Fragestellungen nicht wegzudenken

» Methoden der Matrizenrechnung erleichtern beziehungsweise
ermdglichen die Analyse solcher Daten

Wesentliche Lernziele

» Kennenlernen der Eigenschaften von Matrizen
» Beherrschen elementarer Matrixoperationen

9.1. Matrizen und Vektoren

» Fahigkeit, lineare Gleichungssysteme aufzustellen, zu I6sen und 02 Natialoetra
diese Losung darzustellen 93. Punktmengen m "

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

» Beherrschen des Invertierens spezieller Matrizen o e el

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Beispiel 1

P Eine Unternehmung stellt mit Hilfe der Produktionsfaktoren F;, F,, F3 zwei Produkte
Pj R P> her.

» Zur Produktion fiir jede Mengeneinheit von P; (j = 1,2) werden a;; Mengeneinheiten
von F; (1 = 1,2,3) verbraucht.

Verbrauch fur eine Einheit des Produkts
P P,

von Einheiten F; aii aio

der F> az az>

Produktionsfaktoren F3 asi asoz

> Grafisch dargestellt:

9.1. Matrizen und Vektoren

9.2. Matrixalgebra

F 1 (112 N F 2 Q O?A‘ F 3 Zi :unktmengen imR™
Oﬂ’ Vl‘) G.Ie.ichungssysteme
Q 9.5. Inverse Matrizen
(/ 0{09/ 9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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. . Wirtschaftsmathematik
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Beispiel 2

P Fir funf gleichartige Produkte P, ..., P5s werden drei Merkmale erhoben,

» und zwar der Preis, die Qualitit und die Art des Kundenkreises, der das jeweilige Produkt

nachfragt.
» Ergebnis:
Merkmale
Preis Qualitat Kundenkreis
Produkte P 20 sehr gut A
Py 18 sehr gut B
P3 20 sehr gut A
P4 16 malig C
Ps 18 ordentlich B
9.1. Matrizen und Vektoren
Fragen: 9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™
P Ahnlichkeit von Produkten Zf;ch:TEfsysteme
P Finden von Kundensegmenten 2. Inverse Matrizen

9.6. Determinanten

» Zuordnen zu diesen Segmenten

9.7. Eigenwerte

—— Marktforschung
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Wirtschaftsmathematik

DEﬁnItlonen Etschberger - WS2016

Definition Matrix

» Ein geordnetes, rechteckiges Schema von Zahlen oder Symbolen

((111 aiz ai; Cl]n\
azq azo “oe az; .o arn
A. — f— a..
aiq a;2 co aij co Ain ( Y )m,n
Kam] amz o o 0 a_mj o o o amn)
9.1. Matrizen und Vektoren
mit m,n € N hei3t Matrix mit m Zeilen und n Spalten oder kurz 9.2. Matrixalgebra
. 9.3. Punktmengen im R™
m x n-Matrix (Im Folgenden: a;; € R). L e
o™ Kran ! . . Gleichungssysteme
> aj1,...,amn heiBen Komponenten der Matrix. 95. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten
> Dabei gibt i die Zeile und j die Spalte an, in der a;; steht. 9.7. Eigenwerte

» 1 heil3t Zeilenindex und j Spaltenindex von ay;.

> Sind alle Komponenten ay; reelle Zahlen, so spricht man von einer
reellen Matrix.
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Wirtschaftsmathematik
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Definition

» Zu jeder m x n-Matrix

1. Grundlagen

ai oo Ain 2. Aussagenlogik
A _ . . 3. Mengen

4. Folgen und Reihen

am] ¢ 0. amn 5. Reelle Funktionen

> he|8t die n X m-Matrix 6. Differenzieren

7. Integration
8. Finanzmathematik

AT — . . 9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare

> die ZU A tranSponierte MatriX Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

10. Lineare
Programme
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Definition

» Zu jeder m x n-Matrix

1. Grundlagen

ai oo Ain 2. Aussagenlogik
A _ . . 3. Mengen

4. Folgen und Reihen
am] R amn 5. Reelle Funktionen

> he|8t die n X m-Matrix 6. Differenzieren

7. Integration
8. Finanzmathematik

AT —_ . . 9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

» die zu A transponierte Matrix Gleichungesysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten
(AT) T A 9.7. Eigenwerte
10. Lineare
Programme
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1. Grundlagen

-I 2. Aussagenlogik
\ 3. Mengen

N
w

(12 3 45 r
a) A— - ] 3 5 2 4 = A‘ T 4 5. Reelle Funktionen

) 6. Differenzieren
\5 4 7. Integration

4. Folgen und Reihen

w
U1

2x S - Modwix
Sx1L- madrix 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

10. Lineare
Programme
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

10. Lineare
Programme
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DEﬁnition 1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

» n x 1-Matrix heil3t Spaltenvektor mit n Komponenten:

3. Mengen
4. Folgen und Reihen
aj 5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren
7. Integration
an 8. Finanzmathematik

. . . . 9. Lineare Algebra
» 1 x n-Matrix heil3t Zeilenvektor mit n Komponenten: 5.1, Matrzen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

T 9.4. Lineare
a = ((1] yoooy an) Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

10. Lineare
Programme

206



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

—~
N
~—

(=1)
= . .
~1 0 1

Abbildung: Vektoren im

. Grundlagen

2. Aussagenlogik
1

%N’

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

(1.8 az$ | |
° 1I 8. Finanzmathematik
\ 0. 6/ 0 9. Lineare Algebra
3 9.1. Matrizen und Vektoren
\\ / 0 9.2. Matrixalgebra
— (2 93. Punktmengen im R™
_1 3 9.4. Lineare

Gleichungssysteme

0]
_1/

9.5. Inverse Matrizen

(
A
Abbildung: Vektoren im R? Abbildung: Vektoren im R? 97. Hgenwerte

10. Lineare
Programme
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. . . Wirtschaftsmathematik
Relationen zwischen Matrizen Etschberger - WS2016

a=(2r2), 8- 2%) , o712 9)

50
B it defimivit
At0T
A£0T (dwn Bg35q4 £0=bay )

Definition

» Seien A = (ayj),, , und B = (by;) ., reelle Matrizen mit
Ubereinstimmender Zeilenzahl m und Spaltenzahl n.

» Dann wird definiert:

A=DB ~ aij:bij fUraIIei:L...,m,j:1,...,n
A #B & aijj # by;  flir mindestens ein Indexpaar (i, j)
A<B = aj; < by V(i,))
A < B <~ (11) < bl] \V/(i,j) 9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™
9.4. Lineare
Gleichungssysteme
> EntspreChend A > B und A > B' 9.5. InverseyMatrizen

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Wirtschaftsmathematik

SpeZ|e| Ie Matrlzen Etschberger - WS2016

Definition
A le a;;
B : : o ol daagenale i
a) A =(ay),,, heildt quadratisch ::.3\
3-2u
b) A =(aiy), ,, mit A=A" heilt symmetrisch
. . . 4 1 0\ obey Drigchs-
Q) A= (aii)n,n heil3t Dreiecksmatrix, wenn A= (g‘;,1 g) madris
aijj; = 0 fur i < j (untere Dreiecksmatrix) oder
aijj; = 0 flr i > j (obere Dreiecksmatrix)
d) A =(ay),,, heit Diagonalmatrix, wenn ai; = 0 fir alle 1 # 51, Matrzen und vektoren
) 9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmjngen imR™
e) A =(ay), , heiBt Einheitsmatrix, wenn a;; =1 fir alle i und Gleichungesysteme
.o K o . 9.5. Inverse Matrizen
a‘L] — O fur a”e 1’ # ] 9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Addition und Subtraktion von Matrizen Wirtschaftsmathematik
schberger - WS2016

Definition

> Gegeben: A = (ayj),, , und B = (by;) .
» Dann qilt:
» Addition: A+ B = (aij)m,n + (bij)

> Subtraktion: A — B = (aij)m,n — (bij), = (a5 — bij)

) yTL
-t =7
. A=
Damit: CEOPRMITRY .
A = (lg 3 ) A-0 = ("' -1 9.1. Matrizen und Vektoren
> A. —|_ B = B —|_ A. 9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™
> (A.—|_B) —|_C:A.—|_ (B—I_C) 9.4. Lineare
Gleichungssysteme
» Addition/Subtraktion nicht definiert, wenn Zeilen- bzw. o5 Inerse Matzen
Spaltenzahl nicht tibereinstimmen 5.7. Eigenwerte
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

Definition

» Gegeben: A = (aij)m,n und r € R (Skalar).

1. Grundlagen

> Dann g'lt: 2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
T"A=71-(ay), = (-ay),, ,=(ag- 1)  =A-T

) ) ) 5. Reelle Funktionen

Beispieh 6. Differenzieren

5 . ] 2 o 5 1 O 7. Integration
3 5 o 15 25 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

Au Be rd e m g i It: 9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

(rs)A = 1(sA) (Assoziativgesetz) i
(T+s)A = TA+SA (Distributivgesetz) 956. Determinanten

9.7. Eigenwerte

S
+B) = rA+7B

10. Lineare
Programme
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Wirtschaftsmathematik

Matrixmultiplikation At SAe v Feschborger - We2016
A - G —r nidhd definit
‘ssﬁlHt‘} T 1
-Q d‘(’o . .\
> . % A iniy ]
Gegeben: e ‘"{_\;*‘ B: p x m-Matrix
A = ( aik ) m,p 3«‘_'3&1. \
und B = (bkj)p,n' W ( b]] b12 ¢ oo b]n
» Dann gilt:
NN bz1 baa ... ban
0,\\ X ,\of»q/
A . B 0’\» s . . . .
b 1 b 2 ... b
= (@) mp - (Bri)pom T N WA o
P o,\Q
= E aikbkj
k:1 m)n
( aj; a2 ... (11p \ ( Ci11 C12 ... Cin \ 9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
(12] a22 . aZp CZ] sz . CZn 9.3. P.unktmengen imR™
9.4. Lineare
> Merke: Gleichungssysteme
Zeile mal Spalte! : : . : : : . : 9.5. Inverse Matrizen
. . . . . . . . 9.6. Determinanten
9.7. Eigenwerte
\ Ami1 Gm2 ... Amp ) \ Cm1Cm2 ¢« Chnn )
A:m x p-Matrix C = A - B: m xn-Matrix

Schema zur Matrixmultiplikation
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. o Wirtschaftsmathematik
Spezialfalle und Rechenregeln Etschberger - WS2016

Spezialfille der Matrixmultiplikation

» A = (m X n)-Matrix, B = (n x m)-Matrix
= es existiert A-B und B.-A

» A quadratisch = A -A = A? existiert

» A, B quadratisch = A - B existiert und B - A existiert.
Aber: Im Allgemeinen A -B #B - A

» |st E Einheitsmatrix, dann gilt:

Spezielle Rechenregeln

9.1. Matrizen und Vektoren

> _ ~ . _ _ . . 1. 9.2. Matrixalgebra
A = (m x p)-Matrix, B = (p X n)-Matrix. Damit gilt: 93, Punktmengen im &
T T . . 9.4. Li
» A-B und BT.AT existieren. Gleichungssysteme
T T . T 9.5. Inverse Matrizen
> B A — (A B) 9.6. Determinanten
» ATA ist symmetrische (p X p)-Matrix und 7 Hosmwere

AAT ist symmetrische (m x m)-Matrix
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