Statistik

fur Betriebswirtschaft, Internationales Management,

Wirtschaftsinformatik und Informatik

Sommersemester 2017

HSA Statistik SS 2017 Sessionlist

Datum Statistik fur BW/IM/1/Winf Nr.
15.03.2017 Einfuhrung Statistik 1
22.03.2017 Differentialrechnung, 2-dim Diff.Rechnung 2
29.03.2017 univ. deskr. Stat., Quantile, Plots 3
05.04.2017 Streuung, Konzentrationsmale 4
12.04.2017 Kontingenztabellen, Mosaikplots, Korrelation 5
19.04.2017 Preisindizes, lineare Regression 6
26.04.2017 Wahrscheinlichkeitsbegriff 7
03.05.2017 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Bayes 8
10.05.2017 diskrete Zufallsvariablen 9
17.05.2017 Stetige ZV, Gleichverteilung 10
24.05.2017 Pyramid
31.05.2017 Normalverteilung, Verteilungsparameter 11
07.06.2017 Schatzfunktionen und Punktschatzer 12
14.06.2017 Konfidenzintervalle 13
21.06.2017 Wiederholung, Besprechung Probeklausur 14
28.06.2017 Prufungswoche 15

Stefan Etschberger



0 Statistik: Einflihrung

9 Differenzieren 2
9 Deskriptive Statistik
e Wahrscheinlichkeitstheorie

e Induktive Statistik

Q Differenzieren 2
Partielle Ableitung
Kurvendiskussion
Optimierung mit Nebenbedingungen



Betrachtet werden

» Funktionenf:D — R, D eR"
> mitx = (x1,...,Xn) = f(x) =f(x1,...,Xn) =2
» aullerdem: i-ter Einheitsvektor e; = (0,...,0,1,0,...,0)

» und:x +h-e; € D mith >0

Definition

> f{ heillt im Punkt x partiell differenzierbar bei Existenz des Genzwerts:

lim f(x +h-e;) —f(x)
h—0 h

> In diesem Fall heil3t dieser Grenzwert f, (x) die erste partielle
Ableitung von f nach x; im Punkt x. Schreibweisen:

of(x)
aXi

fi(x) = fy, (x) =

Statistik
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Differenzierbarkeit auf D; C D

» Die Funktion f: D D R™ — R
» heillt in D; C D partiell differenzierbar
» wenn f fir alle x € D, partiell differenzierbar ist

Gradient

» Ist die Funktion f: D D R™ — R im Punkt x
» nach allen Variablen x1, ..., x,, differenzierbar, dann heif3t

of(x)
0X1

grad f(x) = Vf(x) =

» Gradient von f im Punkt x € D

Statistik
Etschberger - SS2017

1. Einfiihrung

2. Differenzieren 2
2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

3. Deskriptive Statistik
4. W-Theorie

5. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen
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Statistik
Etschberger - SS2017

Tangentialebene -
1. Einfiihrung
» Gegeben: f: D D R? — R und ein Punkt X = (X1,%>) 2. Differenzieren 2
2.1. Partielle Ableitung
» Gesucht: Ebene, die f in x berlhrt 22, Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

» Tangentialebene:
T(x1,%x2) = f(x) + 2 (%) - (x1 —X1) + 2L (X) - (x2 — X2)

3. Deskriptive Statistik
4. W-Theorie

5. Induktive Statistik

Tangentialhyperebene

Quellen

» Gegeben: f: D D R™ — R und ein Punkt x faelien
» Gesucht: Ebene, die f in x berihrt
» Tangentialhyperebene:

40



Beispiel Tangential(hyper)ebene

» Gegeben: f: R? = R mit f(x,y) =4x3y? + 2y
» Gesucht: Tangentialebene im Punkt (1,—2, f(1,—2))

1000
800
600 [
400
200

-200
-400
-600
-800
-1000

\
\

Statistik
Etschberger - SS2017

2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

41



Voraussetzungen

>
>

f:R™ D D — Rund ein Punkt x € D

mit stetig partiellen Ableitungen in D
und

ein Punkt x € D

und ein Richtungsvektor r € D mit
[Tl = 1.

Aullerdem: Es existiert sowohl ein
e>0mit[x —er;x+er] €D

als auch der Grenzwert

im f(x+t-r)—~f(x)
t—0 t

Richtungsableitung
» Dann heift

(Vi)' -7

Richtungsableitung von f an der Stelle
x in Richtung r

Statistik
Etschberger - SS2017

1. Einfiihrung

2. Differenzieren 2
2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

3. Deskriptive Statistik
4. W-Theorie

5. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen
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Beispiel Tangential(hyper)ebene

» Gegeben: f: R? - R mit f(x,y) =xeY + cos(xy)

» Gesucht: Ableitung im Punkt (2,0) in Richtung des Vektors (_i)

WABROWNRORNWD OO

Statistik
Etschberger - SS2017

2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
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Hohere partielle Ableitungen

Voraussetzungen

» Funktionf: D =R, D C R™
» in D nach allen Variablen x+,...,x,, partiell differenzierbar,
» auch partiell differenzierbar: alle partiellen Ableitungen

U
Dann heif3t

» f zweimal partiell nach allen Variablen differenzierbar.

» Partielle Ableitungen zweiter Ordnung fir i,j =1,...,n:

FI06) = fagny () = o (o t()) = =

:an 6xi _anaXi

» Achtung: Zuerst nach x;, dann nach x; differenzieren

Statistik
Etschberger - SS2017

2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
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Statistik
Etschberger - SS2017

Voraussetzungen

1. Einfiihrung

2. Differenzieren 2

» f:R™ D D — R ist zweimal stetig -~
partiell differenzierbar in D :

2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

» 2. partielle Ableitungen:

3. Deskriptive Statistik

2
a f(X) 4. W-Theorie
aXi aX) ' 5. Induktive Statistik
Z Quellen
> mit i,j c {] y ooy TL} %ﬂz& : Tabellen
Dann gilt fiiralle x € D

Hermann Schwarz (1843-1921)

0°f(x)  9*f(x)
aXi an B an aXi

45



Gegeben

» Zweimal stetig partiell differenzierbare

Funktion f: R* > D — R

Definition

» Die symmetrische Matrix

2
Hf(X)Z( o

axi an

):

heildt Hessematrix

02 f 02 f
aX1 ax1 aX] aXZ
02 f 02 f
aXZaX] aXZ aXZ
92 f o2 f
OXn 0% OXn 0X)

0Xx10Xn

92 f

22 f

aXn aXn

Statistik
Etschberger - SS2017

1. Einfiihrung

2. Differenzieren 2
2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

3. Deskriptive Statistik
4. W-Theorie

5. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen
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Statistik
Etschberger - SS2017

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

1. Einfithrung

» Gegeben: Funktion f: R™ D D — R stetig partiell nach allen 2. Differenzieren
Variablen differenzierbar 2.1. Partielle Ableitung

2.2. Kurvendiskussion

o ~ . o o o 2.3. Optimierung mit
» f hat im Punkt x ein lokales Minimum oder Maximum Nebenbedingungen
3. Deskriptive Statistik
» Dann gilt: Vf(x) =0 4. W-Theorie
5. Induktive Statistik
Quellen
Tabellen
Beispiel
» f:R? >R

> f(x,y) = Sinz(x) - cos(4y)

47



Statistik
Etschberger - SS2017

1. Einfithrung

Am Punkt x heif3t die Hessematrix H;(x) 2. Differenzieren 2

2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit

> positiv definit, wenn x! He(X)x > 0, Nebenbedingungen
o e . . T ~ 3. Deskriptive Statistik
> positiv semidefinit, wenn x' H¢(x)x = 0, R
> negativ definit, wenn x! He(X)x < 0, 5. Induktive Statistik
» negativ semidefinit, wenn x" H¢(X)x < 0 e
Tabellen

> jeweils fur alle x qilt.

» Andernfalls heilst H¢(x) indefinit.
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Hauptunterdeterminanten

» Gegeben: Symmetrische n x n-Matrix A
» Dann heil3t

arq R ¢ & B}
detH; = det

Ay o Qi

die i-te Hauptunterdeterminante (i =1,...,n) von A.

Satz
» Matrix A positiv definit < detH; > 0

< alle Eigenwerte von A sind positiv

> Matrix A negativ definit < (—1)*detH; > 0

< alle Eigenwerte von A sind negativ

Statistik
Etschberger - SS2017

1. Einfiihrung

2. Differenzieren 2
2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

3. Deskriptive Statistik
4. W-Theorie

5. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen
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Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema Statistik

Etschberger - SS2017

Voraussetzungen

» D C R™ konvex und offen

» Funktion f: D — R zweimal stetig partiell differenzierbar 11, partielle Abletung
. . ~ .. ~ 2.2. Kurvendiskussion
> ES glbt eln X, fur daS Vf(X) — O 2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
Satz

» H¢(x) ist negativ definit = x ist lokale Maximalstelle von f
» H¢(x) ist positiv definit = x ist lokale Minimalstelle von f
» H¢(x) ist indefinit = x ist keine lokale Extremalstelle von f

» H¢(x) ist positiv definit flr alle x € D
= x ist einziges globales Minimum von f

» H¢(x) ist negativ definit fir alle x € D
= x ist globales Maximum von f
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o 00 oy oo Statistik
Konvexitat und Konkavitat Etschberger - 552017

Voraussetzungen

» D C R™ konvex und offen

» Funktion f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar 2.1, Partielle Ableitung

2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

Satz

» H¢(x) ist positiv definit fur alle x € D
= f ist streng konvex in D

» H¢(x) ist negativ definit fiir alle x € D
= f ist streng konkav in D

» H¢(x) ist positiv semidefinit fur alle x € D
= f ist konvex in D

» H¢(x) ist negativ semidefinit fur alle x € D
= f ist konkav in D
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Statistik
Etschberger - SS2017

Problem

» Betrachte f: R? — R mit f(x,y) = x? + 2y?

» Gesucht: Punkt in R? mit kleinstem Wert von f 1. Einfihrung
2. Differenzieren 2
» auf der Geraden 2y +x—3 =0 21 Partelle Abletung

2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit

2 Nebenbedingungen
13 3. Deskriptive Statistik
’ 4. W-Theorie
1,6 5. Induktive Statistik
14 Quellen
Tabellen

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0
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Statistik
Etschberger - SS2017

Aufgabe -
1. Einfiihrung
.. .. . 2. Differenzieren 2
» Maximiere (oder minimiere) Funktion f : R™ — R 2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion
» in Abhangigkeit von x = (x1,...,%xn), 23, Opimierng i
> so dass die Nebenbedingungen g'(x) =0 mit g* : R™ — R 3. Deskriptive Statistik
undi=1,..., m erfillt sind 4. W-Theorie
5. Induktive Statistik
» Kurz:
Quellen
Tabellen

f(x) — max (min)
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Der Ansatz von Lagrange

FEPUBIIGUE FRANCARE
Idee von Lagrange B
» Gut wadre: Transformation des Optimierungs-

problems mit Nebenbedingungen in eines
ohne NB.

» Im Optimum: Gradient der zu optimierenden
Funktion und Gradient der NB sind parallel

MO0

S

1736 LAGRANGE 1813

Lagrangefunktion

» Gegeben: Optimierungsproblem (O) mit f(x) — max(min)
unter den Nebenbedingungen ¢’ (x) =0flurj=1,...,m

» Dazu wird definiert: Lagrangefunktion L : R™**™ — R

L(X1>°°'>Xn)7\1>-°->7\m) :I—(X>}\) = f(x) +Z?\j9j(x)
j=1

Statistik
Etschberger - SS2017

2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
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Statistik

Satz von Lag a nge Etschberger — 552017

Voraussetzungen *

> f:R™ O D — R, zweimal stetig partiell differenzierbar

» Optimierungsproblem (O) mit f(x) — max (min) unter den
Nebenbedingungen g’ (x) =0 firj=1,...,m

2.1. Partielle Ableitung

2.2. Kurvendiskussion

» Hessematrix der Lagrangefunktion:

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

2L (x,\) 2L (x,A)
0x10X1 0X10Xn
N\
HL(Xa }\) —
2L (x,\) 2L (x,A)
0Xn 0X1 T O0Xn OXn

» Eine Lésung (X, A) des Systems VL(x,A) = 0

Dann gilt:

L (X, A) negativ definit = X ist lokales Maximum von (O)

Hi (%, A)

Ay (%, A) positiv definit = % ist lokales Minimum von (O)

Ay ( ) negativ definit fir alle x = X ist globales Maximum von (O)
i (x, A)

x, A) positiv definit fir alle x = X ist globales Minimum von (O)
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Variable Lagrange Multiplikatoren

Voraussetzungen

» f:R™ D D — R, zweimal stetig partiell differenzierbar

» Optimierungsproblem (O) mit f(x) — max (min) unter den
Nebenbedingungen ¢’ (x) =0flirj=1,...,m

» Lagrangefunktion

Dann gilt:

> |Ist X eine Maximalstelle bzw. Minimalstelle von {
» mit g’ (x) =0flirallej=1,...,m
» dann ist x auch Maximalstelle bzw. Minimalstelle von (O)

Statistik
Etschberger - SS2017

2.1. Partielle Ableitung
2.2. Kurvendiskussion

2.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
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