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11.8.3 IIR-Filter

Be Verwendung von rekursven Methoden zur Berechnung des gefilterten Ausgangssgnas aus dem
Eingangssgnd 1a& sch die Rechenzeit wesentlich reduzieren. Durch die dabel eingefihrten
Ruickkopplungen kann es jedoch bei ungeeigneter Dimensionierung zu einem unbegrenzten
Aufschaukeln des Ausgangssigna's kommen: das Filter wird ingtabil.

Durch die Einfiihrung von Riickkopplungen ergibt sich eine Ubertragungsfunktion, die ganz shnlich
wie die andoger Systeme aufgebaut i, dlerdings mit folgendem wesentlichen Unterschied: Da das
System diskret ist, reicht das Basi shand-Spektrum des Eingangs- und Ausgangssignd nur bis zur
halben Abtastfrequenz und wiederholt sich dann periodisch (mit der Abtastfrequenz). Die
Ubertragungsfunktion , als Quotient aus dem Spektrum des Ausgangssignals zum Spektrum des
Einganssgnasist somit auch eine periodische Funktion ( in der Abtastfrequenz).

Es gibt verschiedene Methoden zur Filterentwicklung unter diesen Umstdnden. Dabel mul3 der
Periodizitét der Ubertragungsfunktion Rechnung getragen werden. Eine Methode zur Entfernung
dieser Periodizitét it z.B. die Verwendung der z-Transformation.

Wir behandeln hier die Methode der Bilinear-Transformation. Dabel wird durch eine
Frequenztransformation das Bas shandfrequenzinterval des abgetasteten Signals von 0 bis fa/2 auf
das Frequenzinterval von 0 bis¥ abgebildet. Dadurch verschwindet bel der transformierten
Ubertragungsfunktion die Periodizitét. Auf die transformierte Ubertragungsfunktion lassen sich somit
die besprochenen, fir analoge Filter tblichen Entwicklungsverfahren anwenden (konventionelle
Filtertheorie) und durch Riicktransformation auf das diskrete Filter Ubertragen.
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Die Methode wird an einem Filter zweiter Ordnung erlautert. Filter héherer al's zweiter Ordnung
lassen sich durch Kaskadierung von Filtern zweiter und erster Ordnung aufbauen.

Filter zweiter Ordnung

x(n) X(n-1) x(n-2)
Getaktete Speicher (Schieberegister)
— P —
Multiplikatoren v v <4—  FIRFilter 2. Ordnung
Bo 5 2 B :X:

\ >/ y(r)

Smmierer >
A, Ay Riickkopplungen
(rekursiver Teil)

==

y(n-2) y(n-1)

Durch Umzeichnen erhdt man die folgende Form:

x(n) @ t(n) . @ y(n)
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Durch Einfuihren einer Zwischenvariable t(n) konnen wir die Systemgleichungen aufgtellen
(Summation der Signdle an den beilden Summierern):

y(n) = B,t(n) +B,t(n- 1)+ B,t(n- 2)
t(n) =x(n)+ At(n- ) +At(n- 2) p x(n) =t(n)- At(n-1)- At(n- 2)

Ubergang in den Frequenzbereich durch diskrete Fouriertransformation (F.T.D.)

M= S4(F)= @ s(nT,) exp(- j2p xf T, ) = § s(n)exp(- jna)

f
mit der auf die Abtastfrequenz normierten Frequenzvariblen g =wr', = 2p Xf—

A
und unter Anwendung des V erschiebungssaizes

¥
o

SURN 5 s(n- D exp(- jnq) = @ s(n- Dexp(- j(n- 1)g) exp(- ja) =exp(- ja)S, (f)

n=- n=-¥

Yd = Bon + Ble >GXp(- ijTA) + Bsz >eXp(‘ jZVVXTA) /T\ 1

Xg =Tq - ATy exp(- jwxT,)- AT, sexp(- j2wxT,) >
\\p exp(-jq)

Daraus ergibt sich die Ubertragungsfunktion

H(e™™) = Ya — B, + B, >exp(- jwxT ) + B, >exp(- j2wxT,)
Xq  1- Avexp(- jwAT,)- A, sexp(- j2wxT,)

Daexp( -jw,) ene mitfy, = 1/ T periodische Funktion it , ist H(exp( -jw)) ebenfals eine mit
fa = 1/ Ta periodische Funktion.

Ubergangs zur Laplace-Transformation: (Voraussetzung : Fir ale Signale wird gefordert, dalz: s(n) =
Oflrn<0)

jWi p=s +jw (11.8-8)
Yd (p) _ Bo + Bl >exp(- pXTA)+ Bz >€Xp(- 2pXTA)

H PTAY = =
) = (0) " 1= A op(- pA,)- A, (- 2pT,)

Bem.: In der Regdtechnik wird zur Besaitigung der Periodizitét der komplexen Exponentidfunktion
die z- Tranformation eingefihrt
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pr>z=e™ Damit ergibt sich die z - Ubertragun gsfunktion :
Y,(2) _B,+B,xx+B,xz’

H(Z):Xd(z) 1-A - A
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Frequenztransfor mation und Bilinear transfor mation:

Die Funktion'y = tan (x ) bildet (umkehrbar, eneindeutig) dasintervall {x|O£ x £ p/2} indas
Interval {xX]0£ x £ ¥ } ab. Durch geaignete Skaierung der Achsen findet man somit eine
Funktion, die das Frequenzinterval {f|O£ f £fA/2} indasinterval {f'|O£f £ ¥ } abbildet:
y=tan(x), mit x:pfi und y:pff— p

A A

f':Ltan(pL) (11.8-9)
p f

A

fal2

Aus der Frequenztransformation 18 sich die damit verbundene Transformetion der Bildvariable
ableiten:

wx :tan(WXTA) b
2 2
lae ,.wi WX, 8
i =G j—=2) - exp(- j—=2)2
jV\I—jztan(WxTA)—jz 2 _J.22]e 2 2 g
A WA, T T WA, 6
T 2 Ty T L8 Wy s~ j 2040
2 e 2 2 g
jw= | 2L ePC W) kit fir = jw, p= jw,
T, texp(- jwA,)
dann mui3 esaber auch fir dle p'=s'+jw, p=s+jw gdten:
. 2 1- ep(- pAT,)
DT Trep(-pR)
Umkehrung:
2-p'T 11.8-10
exp(- pT,) = 2P 1x (1810
2+p'T,
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(sog. Bilineartransformetion)

Durch Einsetzen der Bilineartransformation in die Ubertragungsfunktion des diskreten Filters ergibt
sich éne Ubertragungsfunktion in der Varigblen p' , die éine rationale Funktion in p' ist ( Quotient
auszwel Polynomen zweiten Gradesin p'). Fur den Betrag dieser trandformierten
Ubertragungsfunktion kénnen die tiblichen Filter-Approximationsfunktionen (Bessdl, Potenz ,
Tschebyscheff,.. ) vorgegeben werden.

Zur Bestimmung der Filterkoeffizienten it der umgekehrte Weg einfacher: Man gibt die
transformierte Ziel-Ubertragungsfunktion vor und transformiert diese in die Ubertragungsfunktion des
abgetasteten Systems.

Far Tiefpald mit besimmten Koeffizienten aund b folgt:

1 1
HP)=———— b H(p')= p
) 1+aP'+bP"? (P p &p o]
1+a——+bG—=
Wg Wg ﬂ
1
H(p) = .2 2
- - & 0 - - 0
14q 2 1 exp( pTA)erp 2 9&-exp(-pT,)0

W, 'T, 1+exp(- pT,)  sW,'Ta §1+e><p(- PT.) 5
Nach Umformung (auf Hauptnenner bringen) folgt die Ubertragungsfunktion des digitalen Filters :

_ By +B,xexp(- pA,) + B, >exp(- 2p A, )

H(p)
1- A exp(- pXT,)- A, >exp(-2pXT,)
mit den Koeffizienten;
_f, (11.8-11)
: ot
1 2 5
B, =B, =—, B, =—, N :=1+aw +bw
N N

A =%(-1+bW2), A, =- %(1- aWw +bw ?)

Das Vefahren soll an einigen Baspiden erlautert werden. Zur Durchfihrung von Berechnungen und
zur graphischen Dargellung der Ergebnisse, bedienen wir uns wieder MathCad.
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Beispiele:

1. Man entwickle fir ein abgetastetes System mit fo = 36,9 kHz einen 1IR-Tiefpald mit der
Bilinear-Trandformation unter Zugrundelegung der Butterworth —Charakteristik. Es sai verlangt,
dalap =3 dBfirf< fg=1kHzunda>a =25dB fur f >f; =5 kHz

Lésung mit MathCad. Die mit der Frequneztransformation transformierten Variablen werden mit

einem Index t gekennzeichnet.

f o 1=369-10> Hz fgi=l10°Hz  fg=510"Hz
f f -
ftg::—A-tan p-—g) fi =100210° *s *
p

f

A
ftS =—— tan p _

p faA
Wt W =5313

ts I_f_ ts — -
tg
2.

aS::lo.Iog(1+WtS n) n:

N

W :=02,03.. 10

5306 10° -5 L
fig =5326'10° °s

2 ag=29018

1

1+a (j-W t) + b'(j-W t)z

a(Wt> 1=20-log <H (Wt))

0
S —20— .
D
=y
g Ay
§ —40[—
—6 |
1 1 10
Wy
transformierte Frequenz/Hz
fa 2
W i=— W =11.717 N:=1+aW+b-W N =154.864
p'ftg
1 2 1 2 ( 2 - 2
Bni=— Bqi=— Byi=— Aqi=— -1+ b-W) Aoi=|— -(1— a-W+b-W)
0N 17 27 17 2 (N)
— .10 3 — — .10 3 — —
Bp=6457-10~ B4=0013 B,=645710° A =176 A ,=-0786
f
W::Lu a ::Z.p._g
fg f A
W :=0.1,0.2.. 10
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Bo+ B rep(-j-a-W)+ B yexp(-2j

aW) l_Al_AZ

H(W) =

a(W) :=20-log(H(W))

1- A pep(-ja-W)- A yep(-2ja-W) Bo+B1+By

Bot+Brep(-ja-W)+Byep(-2ja-W) 1-A1-A,

a(w t) :=2o-|og(H(W t))

f (W) =arg _ _ twy =-9f (wy
1- A pep(-ja-W)— A yep(-2ja-W) Bg+Bq1+Bj dw
0 10
o g T H
= —20| T 1
E’ N
£ aw : o \
& \
1 1 10 0'010.1 1 10
w w
Frequenz/ Hz Frequenz / Hz
0 \
4
£ fw) =2
‘0.1 1 10
w
Frequenz/ Hz

2. Man entwickle fir ein abgetastetes System mit f4 = 48 kHz einen 1IR-Tiefpald mit der Bilinear-
Transformation unter Zugrundelegung der Tschebyscheff —Charakteristik. Es sl verlangt, dal3 a
<a=125dB furf<fg=10kHzunda>a; =25 dB fur f > fs = 14 kHz. Zur Ermittlung der
Pole der Ubertragungsfunktion des analogen Referenzfilters verwende man die Formeln aus Kap

9.3.2.

Losung:

:=10-10° Hz

\ 3
fp=4810%Hz 4

f f
::_A.tan g

p

faA

4 .1
p-—) fig=117210" s

— 3 — -
fg1=14-10"-Hz ap:=125 dB ag:=2% dB
f f
_ A S 4 1
fig=—tan|p— fig=199110" s
p fA
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fts
Wi :=f— W g =1698
tg
Aufwandabschatzung mit Diagramm aus Saal [3], Anhang.
Refelxionsfaktor im DB r max = 50 % ----> a(r )= 4.8 dB
as+a(r)=30dB bei 1/Wits=1/1.698=059 = - > 4, Ordnung

Ergebnis laft sich mit den Formeln aus 9.3.2 verifizieren:

ap
ei=410% —1 e =0578
2 4 2 \?
aig+=10logl 1+ e -|8W g —8W g +1 atg =28.203
. . 2 4 2 \?
W, :=01,02..20 a(W ) =10log 1+ (8W ("~ 8W " +1
0
o) =t -
- |
1 1 10
Wy
Bestimmung der Pole der Ubertragungsfunktion mit den Formeln aus 9.3.2 :
Pn=Sp+] Wy
V4::}'ars-nh E V4:0329
4 e

S 1::-sin(%)-sinh(v 4) $,.=-0128 W 1::cos(%)-cosh(v 4) W 4 =0974
S 2::-sin(3'?p)-sinh(v 4) S ,=-031 w 2:zcos(%)-cosh(v 4) W 5 =0404

S 3::-sin(5'?p)-sinh(v 4) S 3=-031 W yzcos(%)-cosh(v 4) W 5 =-0404

S 4::-sin(7'?p)-sinh(v 4) S 4=-0128 W4:=cos(7'?p)-cosh(v 4) W 4 =-0974

.2 2 .2 2
91:=S1 +Wq g2:=S +Wy
ji=al-1

9192
H(Pt) - -
9192

H(W ) :=

(1w )°- 25 g (1w +a 1 { (0 )°- 25 2w ) +a )

a(w t) :=-20-|og(|H(w t)|)
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20
o ——++HH il
v
—0 il
1 1 10
Wy
Koeffizienten des ReferenZfilters:
-2S
1
all=— b l::—l
91 91
-2S
2
32::— b '——1
] 9s
Berechnung der Koeffizienten des digitalen Filters:
f
wi=—2  w=130
pftg
fa
Wi=——— W =1.303
pftg
Nqp:i=1l+aq W+b W N,=3104 Noi=1l+ayW+boyW N > =10.682
Bopim— B g =032 Bopi=— B gp =0.094
N1 N2
2 2
Bll::— 811:0644 Blz::— 81220187
N N>
_ 1 _1
N1 N>
_ 2 2 _ 2 2
1 2

A= (N_l) -(1— a;W+b 1-W2) A =077 A pi= (N—l) -(1— ayW+b 2-W2) A 5, =—0416
1 2
fi=1,2.22 fp =48
. f . f
B g1+ B 10| -J-[2p B o1-ep| -j-[4p-—
By [ : )] 2 [ fAH A,
A A
. . f
Hz(f) . . f . f BOZ+B].2+BZZ
fa f
a(f) :=-201og( |H ()| -|H 1))
52
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50
0]
= 0
2
=} —
2 o
a —5
—10
1 10 100
f
Frequenz/ kHz
f(f) :=arg(H 1(f)-H ()
5
8 \
E fﬁ) 0 \\\\
_51 10 100
f
Frequenz/ kHz
t(f) ;:_i.d_f (f
2.p df 1
8
"é 0.1 EEEEE@
R0 {
% 0.01 EEEEEEEEE%EEEEEEE
0]
a3
1o 1 10 100
f
Frequenz / kHz
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